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(7) 44 一 {f1f;4 一 4A}, 则 函数 的 合成 运算 是 A4 上 的 二 元 运 
算 . 

可 以 把 二 元 运算 的 概念 推广 到 = 元 运算 . 

定义 1.2 设 4 为 集合 ,为 正 整数 ， 站 


示 有 A 的 nn 阶 币 卡 儿 积 . 函数 4 一 4 称 为 4 上 的 二 外 让 元 代数 运 
算 , 简 称 为 n 元 运算 .若是 A 上 的 运算 ,也 可 以 称 4 在 运算 了 下 是 
封闭 的 . 

〖 例 1. 23 

(1) 求 一 个 数 的 相反 数 是 整数 集 Z, 有 理 数 集 @, 实 数 集 RR 上 的 
一 元 运算 ， 

(2) 求 一 个 nn 阶 (n 之 2) 实 和 抢 阵 的 转 置 惩 阵 是 MMRR) 的 3 
运算 ,而 求 逆 阵 不 是 M,CR) 上 的 一 元 和 运算， 

(3) 如 果 令 B 为 全 和 集 , 则 集合 的 绝对 补 运算 ~ 是 PCLB) 上 的 一 
元 运算 . 

(4) 令 尺 (B) 为 集合 B 上 的 所 有 二 元 关系 的 集合 , 则 关系 的 道 运 
算是 RCB) 上 的 一 元 运算 . 

(5) 设 4 为 集合 ,S 是 所 有 从 4 到 4 的 双 射 函数 构成 的 集合 , 则 
求 反 函数 的 运算 是 S$ 上 的 一 元 运算 . 

(6) RR 为 实数 集 , 令 f: R" 一 RY 《xiyzey"" Ta) ER 已 有 zl， 
zay Xa)) 二 Xs; 则 是 RR 上 的 n 元 运算 . 它 就 是 求 一 个 n 维 向 量 的 
第 三 个 分 量 的 运算 ， 

ee 可 以 用 算 符 来 表示 元 运算 . 常用 的 算 符 有 。， 
xx ，-.oye… 如果 用 算 符 。 表 示例 1. 2(6) 中 的 ”元 运算 , 则 有 

ofzlyayooyTa) = Xa. 
当 。 表 示 二 元 运算 时 , 常 将 算 符 。 放 在 两 个 运算 数 之 间 ,把 *(zi,zs) 记 
为 ziozz. 而 对 于 一 元 运算 ^, 通 常 将 后 面 运 算数 z+ 的 括号 省 略 , 简 记 为 
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当 4 为 有 穷 集 时 ,4 上 的 一 元 和 二 元 运算 可 以 用 运算 表 来 给 出 . 
设 4 一 {a ?位 29 Cr 》 ?0 和 分 别 为 A 上 的 二 元 和 一 元 运算 ,它们 的 
运算 表 给 在 表 1.1. 


囊 11 
A dmd Adaras *** Un 
Us | A201 dds +* dotlrn 
Ga | dA no dn 


《 例 1.31 设 B8= 二 {11,2)},P(B) 上 的 二 元 运算 办 和 一 元 运算 ~ 
的 运算 表 如 表 1. 2 所 示 。 


训 1.2 
© 12 {1 2 {ls sz 
她 2 {1} {2} {1,2} 
{1} {1} 2] {1,2)} {2} {1} | {2} 
{2} {2} {1,2} 应 {1} {2} | {1} 
{1,2} |{1,2} {2} {1} [2 {112}| 多 


下 面 讨论 二 元 运算 的 性 质 . 

定义 1.3 设 4 为 集合 ,* 为 4 上 的 二 元 运算 . 

(1) 车 Yzxyy € 4A 有 zoy 二 yx, 则 称 * 运 算 在 A 上 是 可 交换 的 ， 
也 称 。 运算 在 4 上 满足 交换 律 . 

(2) 若 YzyyzE 4 有 (xzoy)ox 一 zolyez), 则 称 ? 运算 在 A 上 是 
可 结合 的 ,也 称 。 运算 在 4 上 满足 结合 律 . 

《3) 若 YxE 4 有 xz 一 z, 则 称 -运算 在 4 上 是 项 等 的 ， 也 称 - 运 
算 在 4 上 满足 天 等 律 . 

【 例 1.43 

(1) 实数 集 R 上 的 加 法 和 和 敢 法 是 可 交换 的 、 可 结合 的 ,而 减法 不 
满足 交换 律 和 结合 律 . 


(2) M,(R) (n 之 2) 上 的 矩阵 加 法 是 可 交换 的 .可 结合 的 ,而 宪 
阵 乘法 是 可 结合 的 ,但 不 是 可 交换 的 . 
(3) P(B) 上 的 并 、 交 ,对 称 差 运算 是 可 交换 的 、 可 结合 的 . 
(4) 44 上 的 函数 合成 运算 是 可 结合 的 ,但 一 般 不 是 可 交换 的 . 
以 上 所 有 的 运算 中 只 有 集合 的 并 和 交 运 算 满 足 突 等 律 , 其 它 的 
运算 一 般 说 来 都 不 是 智 等 的 . 
某 些 二 元 运算 。 尽 管 不 满足 者 等 律 , 但 存在 着 某 些 元 素 满足 
zox 一, 称 这 样 的 zx 是 关于 运算 的 震 等 元 . 例如 实数 集中 ， 0 是 加 法 
的 震 等 元 ,0 和 1 是 乘法 的 等 等 元 . 不 难看 出 ,如果 和 集合 中 的 所 有 元 率 
都 是 关于 。 运算 的 等 等 元 , 则 。 运 算 满 足 寡 等 律 . 
定义 1.4 设 - 为 4 上 的 二 元 运算 ,如 果 对 于 4 中 任 到 的 x 个 元 
素 alias an 之 3 在 aioazp ca 中 任意 加 括号 所 得 的 运算 结果 都 
相等 , 则 称 - 运 算 在 A4 上 是 广义 可 结合 的 ,或 称 * 运 算 在 A 上 适合 广义 
结合 律 .' 
对 于 适合 广义 结合 律 的 二 元 运算 *, 通 常用 aicas"…sa。 来 表示 ea， 
as，… ,an 的 运算 结果 . 
定理 1.1 ， 设 * 为 4 上 的 二 元 运算 , 若 。 运算 适合 结合 律 , 则 * 运 
算 适合 广义 结合 律 . 
证 任 取 4 中 xn 个 元 案 A1l 9 人 2 9 有 
忆 一 《((C((aiaaz)oas)od4)o…)oar -li)a2r 
我 们 只 须 证 明 在 aicaze…as-lcan 中 任意 加 括号 所 得 的 运算 结果 都 等 
于 bb. 施 归 纳 于 zx. 
n= 3， 由 结合 律 有 (aioaz)oas 一 QieCazoa3). 
假设 小 于 * 时 结论 为 真 ,对 于 eicazo…sas-lcan 任意 如 括号 后 所 得 
的 运算 结果 是 c, 且 最 后 一 次 运算 是 在 a 和 8 两 部 分 之 间 进 行 的 . 根 
据 归 纳 假设 有 8 一 〈…)oa, 代 入 < 得 
c 一 oo((… )ox)， 
由 结合 律 ec 一 〈oc(……))sam 再 使 用 归纳 假设 得 
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OK = Ct aas) Ya 1. 
所 以 有 
C= (Cr Cad) a )a2 1)2Qn [时 
以 上 讨论 的 运算 性 质 只 涉及 一 个 二 元 运算 . 下面 考 虚 与 两 个 二 
元 运算 相关 的 性 质 , 即 分 配 律 和 吸收 律 ， 

定义 1.5 设 * 和 * 是 集合 4 上 的 二 元 运算 . 

(1) 若 YzyyyzE 如 有 ro 人 (yxz) 一 (roy)*(rozy 和 (yxz)ozr 一 
COPz) x* (zez) 成 立 , 则 称 " 运 算 对 * 运算 是 可 分 配 的 ,或 称 。 运算 对 
x* 运算 满足 分 配 律 . 

(2) 若 * 和 * 满足 交换 律 且 YzyE 4 有 zzxy) 一 工 和 
z# (zoy) 一 工 成 立 , 则 称 * 和 * 运算 是 可 吸收 的 ,或 称 " 和 * 运算 满 
足 吸 收 律 . 

〖【 例 工 . 53 

(1) 实数 集 尺 上 的 乘法 对 加 法 是 可 分 配 的 ,但 加 法 对 乘法 不 满 
是 分 配 律 . 

(2) n 阶 (n 之 2) 实 矩阵 集合 MM.CR) 上 的 矩阵 条 法 对 和 矩阵 加 法 是 
可 分 配 的 . 

(3) 窜 集 P(B》 上 的 并 和 交 是 互相 可 分 配 的 ,并 有 旭 满 足 吸收 律 ， 

除了 算 律 以 外 ,还 有 一 些 和 二 元 运算 有 关 的 特异 元 素 , 如 单位 
元 、 零 元 . 道 元 等 . 

定义 1.6 设 * 为 集合 4 上 的 二 元 运算 . 

(1》 若 存在 e/ € A( 或 e. € 4) 使 得 YzE 4 都 有 eez 二 zx( 或 ze 
二 zx), 则 称 e( 或 e,) 是 4 中 关于 。 运算 的 在 (或 右 ) 单位 元 .车 e € 4 
关于 “运算 既 为 左 单位 元 又 为 右 单 位 元 , 则 称 e 为 4 中 关于 = 运算 的 
单位 元 氏 . 

(2) 车 存在 E A( 或 8. € 4) 使 得 YzE 4 都 有 boxz 二 0( 或 0 


人 D 在 有 的 书 中 称 单位 元 为 乏 元 . 


=&), 则 称 b( 或 2.) 是 和 4 中 关于 运算 的 左 ( 或 右 ) 零 元 . 若 2E A 关 
于 -运算 既 为 左 零 元 又 为 右 零 元 , 则 称 9 为 4 中 关于 。 运 算 的 零 元 . 

〖【 例 1. 6] 

(1) 整数 集 Z 中 关于 加 法 的 单位 元 是 0, 没 有 零 元 ,关于 乘法 的 
单位 元 是 1, 零 元 是 0. 

(2) 阶 们 之 轨 实 矩阵 集合 M。(R) 中 关于 矩阵 加 法 的 单位 元 是 
n 阶 全 0 矩阵 ,没有 零 元 ,而 关于 和 矩阵 乘法 的 单位 元 是 n 阶 单位 矩阵 ， 
零 元 是 7 阶 全 0 甜 阵 . 

(3) 者 集 P(B) 中 关于 并 运算 的 单位 元 是 名 , 零 元 是 B, 而 关于 
交 运 算 的 单位 元 是 B, 零 元 是 2. 

(4) 44 中 关于 函数 合成 运算 的 单位 元 是 4 上 的 恒 等 函 数 Ja， 


Ta:A— A,Iatz) = Xx, YrEA. 没有 零 元 . 


(5) A = tat，aay ,An} ;n> 2. 定义 和 A 上 的 二 元 运算 *,Y ai,a; 
EA 有 aca; 二 a. 则 委 中 的 每 个 元 素 都 是 * 运 算 的 右 单位 元 ,但 没有 
左 单位 元 ,所 以 4 中 没有 单位 元 . 同样 地 ,4 中 每 个 元 素 都 是 * 运 算 的 
左 零 元 ,但 没有 和 零 元 . 

pe 

定理 1.2 是 集合 4 上 的 二 元 运算 , 若 存在 weE 4 和 er GE 人 
满足 Yz € 二 工 和 zoe; 二 Xx; 则 et 二 er 二 e, 且 e 就 是 4 中 
关于 。 运 算 的 唯一 的 单位 元 ， 

证 “因为 e 是 右 单位 元 ,所 以 有 eu 一 epe-,* 又 由 于 “ 是 左 单位 
元 ,因此 有 eee- = er. 由 这 两 个 等 式 可 得 ei 二 e,.， 把 这 个 单位 元 记 作 . 
假设 关于 。 运算 存在 另 一 个 单位 元 e', 则 有 

e' = €'%=e 、 
所 以 e 是 关于 。 运算 的 唯一 的 单位 元 . 有 
定理 1. 3 设 。 为 集合 4 上 的 二 元 运算 , 若 存在 QEA 和 GEA 
使 得 Yx EE 及 有 rx 二 负 和 zx, 一 9., 则 二 0. 一 0, 且 9 是 A 中 关 
于 "运算 的 唯一 的 零 元 . 
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证 明 留 作 练习 . 

定理 1.4 设 集 合 4 至少 含 有 两 个 元 素 ,e 和 8 分 别 为 4 中 关于 
。 运 算 的 单位 元 和 零 元 , 则 e 关 4. 

证 ”假设 e 二 6， 人 

二 Xo 一 三 人 人 

与 4 中 至 少 含有 两 个 元 素 矛 盾 . 国 

定义 1.7 设 " 是 集合 4 上 的 二 元 运算 ,eE 4 是 关于 。 运 算 的 单 
位 元 .对 于 ze4 若 存在 和 E A( 或 y. EE A) 使 得 yx 二 el 或 zoy, 一 
e) 则 称 yi( 或 y,) 是 过 关于 "运算 的 左 ( 或 右 ) 逆 元 .车 yE 4 既是 工 
关于 。 运 算 的 左 逆 元 ,又 是 z 关 于 "运算 的 右 首 元 , 则 称 y 是 工 关于 " 运 
算 的 逆 元 . 

【 例 1. 7 了 

《1) 在 整数 集 Z 中 ,任何 整数 关于 加 法 的 逆 元 是 一 .关于 乘 
法 只 有 1 和 一 1 存在 逆 元 ,就 是 它们 自己 ,其 它 整数 没有 箭 法 逆 元 ， 

(2) 7 阶 ( 产 2) 实 卸 阵 集合 MCR) 中 任何 矩阵 M 的 加 法 道 元 
为 一 M. 而 对 于 和 矩阵 乘法 只 有 实 可 北 定 阵 M 存在 乘法 逆 元 M1. 

(3) 天 集 P(B) a 有 逆 元 ,就 是 必 本 身 ， 
B 的 其 它 子 集 没有 道 元. 

关于 道 元 存在 以 下 定理 . 

定理 1.5 设 ° 为 集合 4 上 可 结合 的 二 元 运算 且 单 位 元 为 e. 对 
于 z 纪 4 车 存在 y 和 yy, € A 使 得 yrzx 一 e 和 zoy; 一 2, 则 一 yy; 一 
2 且 y 是 zx 关于。 运算 的 唯一 的 道 元 ， 

证 入 一 ee 一 3p(zoy) = (yiozjoy 一 ecyr 一 和， 

令 y 一 yi 一 和; 则 yy 是 zx 关于 运算 的 道 元 . 

假设 y 也 是 x 关于。 运算 的 逆 元 , 则 有 

y 一 yoe 一 yo(xzoy) = (yy = ey 一 和 

所 以 y 是 工 关 于 "运算 的 唯一 的 道 元 . a 

根据 这 个 定理 ,对 于 和 任意 x € 4, 如 果 存 在 关于 二 元 运算 的 道 
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元 , 则 是 唯一 的 . 可 将 这 个 唯一 的 逆 元 记 作 zx. 

和 例 1. 81 设 - 为 实数 集 尺 上 的 二 元 运算 ,YzE 民 有 xy 一 工 十 
3 一 2zy，* 说 明 " 运 算是 否 为 可 交换 的 .可 结合 的 、 丢 等 的 ,然后 确定 关 
于 "运算 的 单位 元 , 零 元 和 所 有 可 北 元 索 的 道 元 ， 

解 “运算 是 可 交换 的 .可 结合 的 ,但 不 是 大 等 的 . 

假设 和 28 分别 为 "运算 的 单位 元 和 零 元 , 则 Vz ER 有 

XTX 十 2 一 27xe= 二 和 XX 十 8 一 2x0 = 二 8， 

即 (1 — 2x)e 二 0 和 zx(1 一 28) = 0. 


要 使 这 些 等 式 对 一 切实 数 = 都 成 立 , 只 有 ee 二 0 和 0 = pa 
任 取 工 ER, 设 y 为 x+ 关 于 ?运算 的 道 元 ; 则 及 十 yy 一 2xy 一 
0, 从 而 解 得 > 一 A 


通过 上 面 的 分 析 可 知 0 是 "运算 的 单位 元 ,二 是 - 运算 的 零 元 ， 


Vz E€ RCz 关 广 ) 有 x-! 一 了 二 
【 例 1.93】 设 4 上 的 二 元 运算 "由 表 1. 3 所 确定 . 求 4 中 关于 - 运 
算 的 单位 元 , 零 元 和 所 有 可 道 元 素 的 道 元 . 衣 1.3 


解 ”由 表 1. 3 不 难看 出 上 是 "运算 的 
单位 元 ,4d 是 * 运算 的 零 元 .aoc 为 可 逆 元 
案 , 日 ea: 一 at 一 D，c :一 <， 

下 面 给 出 关于 二 元 运算 的 最 后 一 条 算 
律 一 一 消去 律 . 

定义 1.8 设 。 为 集合 4 上 的 二 元 运算 , 若 对 于 任意 的 wpsc E 
4(a 不 是 ? 运算 的 零 元 ) 都 有 


Ga 中 一 dec 之 了 一 C， 


.a=m co > b= i. 


则 称 ? 运算 在 4 中 适合 消去 律 . 
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Ke 11. 103 

(1) 普通 加 法 和 乘法 在 整数 集 ZZ, 有 理 数 集 Q@, 实 数 集 R 上 适合 
消去 律 . 

(2) 4 阶 人 之 2) 实 邱 阵 集合 M,CR) 上 的 矩阵 加 法 适合 消去 律 ， 
但 矩阵 乘法 不 适合 消去 律 . 

(3) 做 和 集 P(B) 上 的 并 和 交 运 算 一 般 不 适合 消去 律 ,但 对 称 差 运 
算 适 合 消去 律 . 


$1.2 ”代数 系统 、 子 代数 和 积 代数 


集合 和 集合 上 的 运算 可 以 构成 代数 系统 . 

定义 1.9 一 个 代数 系统 是 一 个 三 元 组 V 二 (4,0,K， ;其 中 4 
是 一 个 非 空 的 对 象 集合 , 称 为 V 的 载体 ;0 是 一 个 非 空 的 运算 集合 ， 
即 人 一 U0,,0, = (olo 是 4 上 的 j 元 运算 ); K 己 4 是 代数 常数 的 
集合 . 

对 于 任何 代数 常数 上 E 天 ,可 以 把 上 看 成 4 上 的 零 元 运算 , 即 上: 
一 人 .这 时 可 将 代数 系统 写作 (4,0), 其 中 一 癌 9,,0, = 大. 

当归 中 含有 -个 代数 运算 时 ,r 为 正 整数 ,常常 将 记 作 (4,oi， 
oz，……o-) ,其 中 01,0s,… ,o; 是 代数 运算 ;通常 从 高 元 运算 到 低 元 运算 
排列 . 本 书 中 如 无 特殊 说 明 ,所 研究 的 代数 系统 就 是 这 种 含有 有 限 个 
代数 运算 的 系统 . 例如 (N,， 十 ,0),，(R， 十 ，.，， CM.CR)， 十 ,，。)， 
‘P(B),U，, 门 ,名 ) 等 都 是 这 种 代数 系统 . 在 不 产生 误解 的 情况 下 ， 
为 了 简便 起 见 , 可 以 不 写 出 代数 系统 中 所 有 的 成 分 . 例如 代数 系统 
AN， 十 ,0) 可 以 简 记 为 (N, 十 ) 或 N. 

【 例 1.113 图 1.1 是 一 个 有 穷 半自动 机 , 它 的 状态 集 Q 二 (0. 


b 也 
(并 人) Oe 
对 a 
1.1 3 


1,2,3) ,字母 表 Z 二 {a,6} ,状态 转移 函数 rc: QQ 囊 14 
X 三 一 @ 如 表 1.4 所 示 . 可 以 把 这 个 有 穷 半 自 
动机 看 作 一 个 代数 系统 YY = (QQ@,a,8), 其 中 . 
二 {0,;1,2,3},a;b 是 Q@@ 上 的 两 个 一 元 运算 . 
a:Q Qa(0) =a(l) = 0,4(2) = a(3) 一 2. 
b: QQ, 4b(0) =6b(1)=1,6(2) =6(3)= 3, 

【 例 1.12】 设 是 有 穷 字 母 表 ,ww 是 上 的 串 , 即 王 上 的 有 限 个 
字符 构成 的 序列 . 序列 中 的 字符 个 数 称 为 串 的 长 度 , 记 作 Ilw|. 人 表 
示 空 串 ,|A| 二 0. 对 任意 的 &E N, 令 

B= ant"a la € Z) 
为 了 上 所 有 长 为 上 的 串 构 成 的 集合 ,那么 2 一 { 信 }. 定义 Z* 为 了 上 
所 有 串 的 集合 , 则 


3 一 也 — {A} = 一口 2 
不 难 证 明 & 为 有 穷 集 ,2” 和 ZZ? 为 可 数 集 . 


在 > 上 定义 二 元 运 算 。， Yo TU EE > ?YYtJl = dd2""Amns 
wz 一 bp 有 


wi 一 C1C2 "amnbib2* bn, 
称 。 为 z=" 上 的 连接 运算 ， 
VYw EE py 2 一 QA1G2"""Amy 令 ver 一 一 一 好 mm 太 1 三 1》 


则 ,运算 为 ”上 的 一 元 运算 , 称 为 求 逆 运算 . 
可 以 证 明 " 上 的 连接 运算 满足 结合 律 和 消去 律 ,单位 元 是 空 串 
A. 称 代 数 系 统 (" ,o,'， 八 》 为 二 上 的 字 代 数 . 
设 工 是 3' 的 子 集 , 称 工 是 上 的 一 个 语言 . > 
上 所 有 语言 的 集合 . 在 P(2*) 上 定义 二 元 运算 UU, 首 和 …, 其 中 ， 
算是 语言 的 连接 运算 .YL,L € P(5*) 有 
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Li b= {ww lw E bi Hw € L,)}. 
不 难 证 明 并 和 交 是 可 交换 、 可 结合 、 宕 等 的 ,并 且 它 们 也 是 互相 可 分 
瑟 的 .可 吸收 的 . 而 语言 连接 运算 . 是 可 结合 的 ,日 - 运算 有 单位 元 
二 {1 八 ). 在 P(5*) 上 还 可 以 定义 一 元 运算 ,YLE PC(z 有 ^ 工 二 
{w’ lz € LL). P(E*) 和 这 些 二 元 和 一 元 运算 构成 了 三 上 的 语言 代 
数 . 

下 面 考 虑 代数 系统 之 间 的 关系 ， 

定义 1.10 设 V== 《4olyoz 0,) ,Vs — (B00, ;0r) 是 
具有 rr 个 运算 的 代数 系统 ,r 渤 1. 若 对 于 i 二 1,2,… ,rr ,ot 和 o; 运算 具 
有 同样 的 元 数 , 则 称 了 和 V, 是 同类 型 的 代数 系统 . 

设 V,V;,V; 是 代数 系统 . Vi=(R, 二 +, +, 一 ,0,1) ,其 中 为 实 
数 集 , 十 和 ， 为 普通 的 加 法 和 乘法 , 一 是 求 相 反 数 运算 .V, = 
CM,(R), 十 ,，， ,一 ,9,), 其 中 M,(R) 为 阶 (x 之 2) 实 和 矩阵 集合 ， 
十 和 “分别 为 扯 阵 加 法 和 乘法 ,对 任意 的 Me M.CR),M 二 aij) x 
则 一 MM = (一 ao)sxnyg 为 呈 阶 全 0 矩阵 , 匹 为 阶 单位 矩阵 . V， = 
(P(B),U, 门 , ~~, 儿 ,B), 其 中 PCB) 为 蹇 集 , 和 门 为 集合 的 并 
和 交 , ~ 为 绝对 补 运算 (全 集 为 B). 显然 V,,V, 和 V 都 是 同类 型 的 
代数 系统 ,它们 都 有 着 共同 的 构成 成 分 ,但 在 运算 性 质 方面 却 不 一 定 
相同 .了 和 7: 具有 共同 的 运算 性 质 : 加 法 和 腰 法 都 适合 交换 律 和 结 
合 律 ,乘法 对 加 法 适合 分 配 律 ， 运算 为 求 加 法 逆 元 的 运算 ,0 和 8 
分 别 为 加 法 的 单位 元 ,1 和 玉 分 别 为 乘法 的 单位 元 . 我 们 称 V， 和 Vi 
是 同 种 的 代数 系统 . 但 它们 和 T， 不 是 同 种 的 ,因为 V, 中 的 UU 和 中 
运 算 互相 适合 分 配 律 和 吸收 律 ,是 一 元 运算 一 不 是 关于 U 运算 的 
求 道 运算. 对 于 代数 结构 这 门 课程 来 说 , 它 并 不 是 要 研究 每 一 个 具体 
的 代数 系统 ,而 是 通过 规定 集合 及 集合 上 的 二 元 .一 元 和 零 元 运算 以 
及 运算 所 具有 的 性 质 来 规范 每 一 种 代数 系统 . 这 个 代数 系统 是 许多 
县 有 共同 构成 成 分 和 运算 性 质 的 实际 代数 系统 的 模型 或 者 抽象 针 
对 这 个 模型 来 研究 它 的 结构 和 内 在 特征 ， 然后 运用 到 每 个 具体 的 代 
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数 系统 中 去 ,这 种 研究 方法 就 是 抽象 代数 的 基本 方法 . 后 面 涉及 到 的 
半 群 . 独 异 点 和 群 , 环 和 域 ; 格 和 布尔 代数 就 是 具有 广泛 应 用 背景 的 
抽象 的 代数 系统 . 

下 面 讨 论 子 代数 系统 ， : 

定义 1.11 设 V= 44,01,02,…,o,) 是 代数 系统 ,B 是 4 的 非 空 
子 集 , 若 B 对 V 中 所 有 的 运算 封闭 ; 则 称 V’' = 《B,ol 9 人 2 Or》 是 VV 
的 子 代数 系统 ,简称 学 代数 . 当 B 是 4 的 真子 集 时 , 称 V' 是 V 的 真子 

代数 . 

f 例 1,13 

《1) 《N, 十 ) 是 CN, 十 ), 《2Z, 十 ),《Q, 十 ),《R, 十 ) 的 子 代 数 . 
(Z, 十 ,0) 是 (R, 十 ,0),《C，, 十 ,0) 的 真子 代数 . 


G2) 4 = {{4 9) | eR}, 则 (4,…) 是 (Mi(R),…) 的 真子 代 
数 ,其 中 .为 矩阵 乘法 . M,CR) 中 关于 运算 的 单位 元 是 (80) ,车 


把 乘法 单位 元 看 作 M2(R) 中 的 等 元 运算 ,那么 (4,.,[， 9] ) 不 是 


(Ms(R)，*,( 1 9] ) 的 子 代数 ,因为 4 对 (MeCR)，, 上 9] ) 中 的 鹤 
元 运算 不 封闭 . 

定义 1.12 设 V = (4,o1,02;"… ,0;) 是 代数 系统 ,其 中 零 元 运算 
的 集合 是 尺 忆 4. 车 天 对 V 中 所 有 的 运算 封闭 , 则 CK ,0,0s,*… ,0.) 
是 V 的 子 代数 , 称 这 个 子 代数 和 V 自身 是 V 的 平凡 子 代数 . 

f 例 1.143〗 令 nZ = (nkl&EZ},nE€EN, 则 (n2z2, 十 ,0) 是 (2Z， 
十 ,0) 的 子 代数 . 因为 Ynk, ,nk €E nZ 有 

nki 十 nkz = ntki 二 ks) EE nZ, 
且 0E€n2, 所 以 nZ 对 4Z, 十 ,0) 的 运算 都 是 封闭 的 . 

当 n 二 0 时 ,nZ 二 {10},《{0}, 十 ,0) 是 4(Z, 十 ,0) 的 平凡 的 真子 
代数 , 当 n = 1 时 ,n2 二 Z,《Z, 十 ,0) 也 是 平凡 的 子 代数 . 当天 0， 
1 时 ,<nZ, 十 ,0) 是 (Z, 十 ,0) 的 非 平 几 的 真子 代数 . 
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不 难 证 明 当 代数 系统 了 中 只 含有 二 元 、 一 元 和 有 零 元 运算 时 ,7 中 
二 元 运算 的 性 质 , 如 交换 律 .结合 律 、. 寡 等 律 .消去 律 .分 配 律 、 吸 收 律 
等 在 V 的 子 代数 中 都 成 立 . 当 我 们 用 这 些 性 质 和 代数 常数 来 定义 代 
数 系 统 时 ,Y 的 子 代 数 和 不 仅 是 同类 型 的 ,也 是 同 种 的 代数 系统 . 

设 V 和 Vs 是 同类 型 的 代数 系统 . 由 Vi 和 Vs 可 以 构成 一 个 新 的 
代数 系统 ~ 一 积 代 数 . 

定义 1.13 设 V= 《01190129" 01) V2 = (B,0 osz 
oxr》 是 同类 型 的 代数 系统 , 旦 对 于 : = ,227 901 各 02; 是 4; 元 运 
算 .V 和 了 : 的 积 代数 记 作 Vi Xx Vi 二 (A XB,01,0,,… ,0,), 其 中 oo， 
G1 二 1,2,…,r) 是 天 元 运算 . 对 于 任意 的 (ziyye), (zs 32 Th, 
.7AXKXB 有 

Oi T1917 (Za 》) 
一 《omkzlyTas Th), On yr Yr Yh) ). 

车 V 是 V 与 Vi 的 积 代数 ,这 时 也 称 V1 和 V; 是 V 的 因 学 代数 . 显然 
积 代数 和 它 的 因子 代数 是 同类 型 的 代数 系统 . 

【 例 1.15】 设 了 一 CR, 十 ,其 中 尺 为 实数 集 ， 十 ,分 别 为 
普通 加 法 与 乘法 . Vi 二 《<M,(R), 十 ,.》， 其 中 十 ,为 矩阵 加 法 和 


乘法 , 则 Vi x Vs = (R x M2(R), ®,©), 对 于 (3, (1 9] )， 
Gol 1 )E Rx M(R) 有 
(s,(1 2?))@(,(? )) 
(et 人 3 
关于 积 代 数 有 以 下 定理 ， 
定理 1.6 设 代 数 系 统 Vi= (A,on 30129 90779V;s = (B,on, 
O229 7D2r》 是 同类 型 的 7 是 Vi 与 > 的 积 代 数 . 对 任意 的 二 元 运算 


Ol sO017 02 02;9 


| 


Ca 
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(1) 若 ouyox 在 了 和 了 中 是 可 交换 的 (或 可 结合 的 ,等 等 的 )， 
则 " 在 Y 中 也 是 可 交换 的 (或 可 结合 的 , 知 等 的 ). 

(2) 车 Ol 对 O1; 在 Vi 上 是 可 分 配 的 3 O21 对 O27, 在 Vs; 上 是 可 分 配 
的 , 则 oi 对 oj 在 V 上 也 是 可 分 配 的 . 

(3) 车 oa 27 在 了 下， 上 是 吸收 的 ; 且 ox ,oz 在 了 ， 上 也 是 吸收 的 , 则 
osoi 在 上 是 吸收 的 . 

(4) 车 ei( 或 下 ) 为 VV 中 关于 on 运算 的 单位 元 (或 零 元 ),es( 或 
89.) 为 V, 中 关于 oz 运算 的 单位 元 (或 零 元 ) * 则 《ea ;62)《 或 (全 ,0.)) 为 
V 中 关于 o 运算 的 单位 元 (或 零 元 ). 

《5) 若 ou » Oz 为 含有 单位 元 的 二 元 运算 ;HaE A,LbE 召 关 于 ol 
和 os 运算 的 逆 元 分 别 为 a-!,6-1 ; 则 Ca 1,6-!) 是 (4,68) 在 V 中 关于 ma 
运算 的 道 元 . 

证 ”这 里 只 给 出 关于 (1) 中 的 交换 律 和 (4) 的 单位 元 的 证 明 ， 
其 余 留 作 练习 . 

(1) 任 取 《a11b),(as,bs)E AX BB, 

aisb1)0iaz,62) =— {aloniaz, b102b2) 

一 《az201iG1y BazozBl》 一 《azyBa ofal D1). 

(4) 任 取 la,6;€E A x 8B， 

‘qs6)0ile1se2) = ao0ywel, bores) — (a,b), 

(e162)0, G8) = le10ya, e026) = (a,b). ER 

由 定理 1.6 可 以 知道 积 代数 和 它 的 因子 代数 在 许多 性 质 上 是 一 
致 的 ,但 消去 律 是 一 个 例外 .有 时 V, 和 TY，, 都 满足 消去 律 ,但 了 , x T， 
却 不 满足 消去 律 . 请 看 下 面 的 例子 . 

[人 例 1.161 Vi = (2,, @,),V, = ‘Zs, 83) ,其 中 Z, 二 {0,1)， 
Z3 一 10,1,2), C9 和 C9 分 别 为 模 2 乘法 和 模 3 用 法 . v 和 V, 的 积 
代数 为 4Z X 2Z,, 的 ). 对 于 任意 的 (ziyyi),(zsyyyE 2。 x Zs 有 

(T1381) CO xs, Ya) 一 《zi :zy yy. 
假设 的 运算 满足 消去 律 , 必 有 
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(0,1) 多 (1,0) = (0,1) @ (0,0) 一 (1,0) = (0,0). 
这 显然 是 不 对 的 ,因此 @@ 运算 不 满足 消去 律 . 
可 以 把 两 个 代数 系统 的 积 代数 的 概念 推广 到 个 代数 系统 . 
定义 1.14 设 Vi,V,,…,V, 是 同类 型 的 代数 系统 .对 于 i 二 1， 
2 Vi 一 《4 on ,02 0;), 设 oi 为 训 元 运算 ,t = 1 ,2,…r. 
VV ,…,V, 的 积 代数 记 为 
Vo Va er VA KA RY 
其 中 o 是 名 元 运算 ,t 二 1,2…,r. 对 于 任意 的 (ry,z2y,… zy) € A 
X A XxX Xx A,, j= 1,2,.…,k, 有 
OTh Ta sn) Cri2 T2239 "es Tn) se Ts, ?Ta Tk, >) 
= (ou (TT12s °C ), On Tos L229 » Lok, ) yOu Tn Taz se yit ) ), 
【 例 1. 17】 设 Y=(N ,十 》 则 7X7xVy=(NxNXN, 中 )， 
对 于 任意 的 (a1,as,as),(b1,5s,63 ENxNXxN 有 
《Gaa yazyas》 直 (和 68》 一 《al 十 本 ，a; 十 Bz, as 十 bs). 
可 以 证 明定 理 1.6 的 结论 对 于 个 代数 系统 的 积 代数 也 成 立 . 


$1.3 代数 系统 的 同 态 与 同 构 


同 态 映 射 是 研究 代数 系统 之 间 相 互 关系 的 重要 工具 ,我 们 先 给 
出 同 态 映射 的 定义 . 
定义 1.15 设 了 ,一 (4 *O1y 022 0》 7 一 《如 ;00z， :07》 是 
同 类 型 的 代数 系统 ， 对 于 i = 1,2,…,r, o; 各 是 名 元 运算 . 一 数 
89: 及 一 如, 如果 对 所 有 的 运算 o.,5; 都 有 
POT1s Ta))》 = oT1) ,HT2) ,os Pz )), 
Vz rT Th EE A 
则 称 p 是 代数 系统 Vi 到 Y; 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 
对 于 二 元 运算 os, 一 元 sz 和 零 元 运算 ay2， 上述 定 义 中 的 等 式 
可 分 别 表示 为 : 
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Paoy) 一 PXIPY), Yr,y EA, 
p27) 一 29XKT)》， Y 工 短信， 
a) = 2。 
〖 例 1.183 设 代数 系统 Vi = (2, 十 ),V， 一 (Z 四 ) ,其 中 2 
二 {0, 1 一 1)， 旨 为 模 # 加 法 .和 定义 Jr 2 一 和 GZ) 一 
《zymodn, 则 pp 为 Vi 到 Vs 的 同 态 .因为 对 任意 的 zx,yEZ 有 
zy =r ymodn = (rmodn BD (ymodn 
一 PCZ) BD Hy). 
定义 1.16 设 V== (4,01s024"*07) ,Vz 一 (B01,902,… ,0r) 是 
同类 型 的 代数 系统 ,8:4 一 吾 是 了 到 Vs 的 同 态 . 
(1) 若 w: 4 一 B 是 满 射 的 , 则 称 ”是 满 同 态 , 记 为 Vi 二。， 
(2) 车 8: 4 一 已 是 单 射 的 , 则 称 是 单 同 态 . 
(3) 车 9p: 4 一 百 是 是 双 射 的 , 则 称 是 同 构 , 记 为 了 衬 V;, 这 时 
也 称 Vi 间 构 于 VY; 
(4) 若 V: 一 V:, 则 称 ?是 自 同 态 . 若 9 又 是 双 射 的 则 称 p 是 自 同 
- 构 . 
如 果 代 数 系统 vi 同 构 于 V;, 从 抽象 代数 的 观点 看 ,它们 是 没有 
区 别 的 ,是 同一 个 代数 系统 . 
和 例 1.19】 Y 一 〈Z , 十 )， 十 为 普通 加 法 ,c € 2Z. 定 义 R: 2 一 
Z,H#(Cz) 一 czyVyzE4. 则 YzryEZ 有 
肌 ( 工 十 y) 一 c( 十 3 一 cz 十 cy 一 内 (z) 十 外 (77). 
RR 是 V 上 的 自 同 态 . 
当 c 二 0 时 ,Yr EZ 有 mlz) = 0, 称 w 是 零 同 杰 . 它 不 是 单 同 
态 也 不 是 满 同 态 ， 
当 <c 一 士 1 时 ,有 网 (z) = 了 yz) 一 一 直 VEQG. 有 和 儿 
是 V 上 的 两 个 自 同 构 . 
当 c 兴 士 1,0 时 ,YzEZ 有 gr) 一 cz 和 是 YY 上 的 单 自 司 态 . 
【 例 1.203 设 吕 为 有 限 字 母 表 ,Z" 为 上 有 限 长 度 的 串 的 集 . 
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合 ，AE Z" 为 空 叫 ,* 和 串 的 连接 运算 构成 代数 系统 (2 ,。，A ). 

令 PE Nw) = lw|, Yw € 5°*. 则 Yew ,rw 和 也 有 
Pwinws) = |iwmws| = lw | 十 wz| 一 grtw1) 十 Ft) 

且 有 KA) 一 0, 所 以 g 是 (2 ,o, A) 到 (N, 十 ,0) 的 同 态 , 且 为 满 同 

态 , 当 三 中 只 含 一 个 字母 时 ,gq 为 同 构 . 

下 面 讨论 同 态 的 性 质 . 

定理 1.7 设 V 二 (4,01,02,… 01) ,Vs 一 (五 ,页 ,页 ,元 ) 是 
同类 型 的 代数 系统 ,对 于 : 一 1,2 ,7,0is Oi 是 上 元 运算 , 9: A—B 
是 了 到 7 的 同 态 , 则 w4) 关于 VV， 中 的 运算 构成 代数 系统 ,上 且 是 V。 
的 子 代数 , 称 为 wi 在 p 下 的 同 坊 像 . 

证 qx4)CB, 且 KA) 关 Z. 只 须 证 明 g(A) 对 V, 中 所 有 的 运 
算 封闭 即 可 .车 V, 中 存在 零 元 运算 a#, 则 VV 中 存在 对 应 的 零 元 运算 
2, 且 qa) = a. 所 以 a €E 4). 下 面 考虑 V; 中 的 非 零 元 运算 元 . 对 于 
A) 中 的 任意 到 个 元 素 J19-y2z， Ys 存在 Xl 9 29 "Th 和 4 使 得 
HX) 一 yf = 12 大。 因此 有 

OiCy1r yz ,Ys ) ws OHI1) PT2) so Pr)) 
= Ph0:(TI Ta TE)) E A). 
这 就 证 明了 《gCA4) ,oi,,… ;0r) 是 V, 的 子 代数 . I 

【 例 1.21】 设 Vi = (R, 十 ,0),7: 一 《R*,，,1), 其 中 RR 为 实 
数 集 ,R” = 二 RR 一 {0}, 十 和 分别 为 普通 加 法 和 冬 法 . 令 pg: R 一 民 -， 
KX) = 二 EYT ER, 则 不 难 证 明 8 为 Vi 到 V, 的 同 态 .Vj 在 g 下 的 同 
态 像 为 (Rt+,…,1) ,是 (R* , ,1) 的 子 代数 . 

定理 1.8 设 Vi= (A,o yz 3901) Vs 一 《已 :01yosz，… ,Or) 是 
同类 型 的 代数 系统 ,p: 4 一 五 是 了 到 Vs: 的 满 同 态 ;9000; 是 了 中 的 
两 个 二 元 运算 . 

(1) 若 oi 是 可 交换 的 (或 可 结合 的 , 筹 等 的 ), 则 5 也 是 可 交换 的 
(或 可 结合 的 , 宫 等 的 ). 
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(2) 若 o; 对 o; 是 可 分 配 的 , 则 a; 对 5; 也 是 可 分 配 的 . 
(3) 若 oi,0; 是 可 吸收 的 , 则 ai,5; 也 是 可 吸收 的 . 
(4) 车 el 或 9) 是 V 中 关于 运算 的 单位 元 (或 零 元 )， 则 
Ye) (或 20)) 是 Vs 中 关于 5; 运算 的 单位 元 (或 零 元 )， 
(5) 车 w 是 含有 单位 元 的 运算 ,rz ! E 4 是 工 关 于 o 运算 的 道 
元 , 则 wz 1) 是 glx) 关于 5 运算 的 逆 元 . 
证 ”这 里 只 给 出 (1) 中 的 结合 律 和 (5) 的 证 明 , 其 它 留 作 练习 . 
(1) 任 取 ,yz GE B, 因 9p 是 满 同 态 , 所 以 存在 a,5,c € 4 使 得 
Ha) = zr, Hb) = yc) = z. 
(Tz oY) oz = (Pla) oplb)) ope) = plaoib) ogc) 
=({aob)owr) = Faoi(boc)) 一 pha) og Bowe) 
=(a) DCPCB) oP(c)) = raly or). 
(5) PCZ) or 1) 一 MToz 1) = he). 
HX 1 OPT) = Hr lor) 一 ple). 
由 道 元 的 唯一 性 知 gkx 1!) 是 gkx) 的 道 元 . ' 
定理 1. 8 中 为 满 同 态 的 条 件 很 重要 , 当 2 不 是 满 同 态 时 定理 的 
结论 仅 在 Vi 的 同 态 像 (pCA4),01,0;,… ,5:) 中 成 立 . 请 看 下 面 两 个 例 
> 
【 例 1.22] 设 代 数 系 统 V 一 (4,* ),Vz = (五 ,o) ,其 中 4 一 
{a,6,c,d}, B 一 40,1,2,3}. * 和 "运算 由 运算 表 ( 见 表 1. 5) 给 定 . 定 
义 函 数 2: 4A 一 B,9la) 一 0,P(6) 二 1, 9c) = 二 0, qd) 一 1. 可 以 验 
证 ?是 :到 Vs: 的 同 态 . 在 9 下 的 同 态 像 是 ({0,1} ,*》. 不 难 证 明 V 
中 的 * 运算 满足 结合 律 ,但 vs 中 的 。 运 算 却 不 满足 结合 律 ,因为 有 
表 1.5 


(1*0)s2 一 12 一 2 和 1a(02) = lcl = 1. 
【 例 1.23】 设 代数 系统 V 一 64, ,其 中 4 一 {{4 引 |。， 
4 < R| ，. 为 矩阵 乘法 .定义 函数 mA 4,gl [2 9]) = [2 0)， 
VI5 39je 4.p 是 V 上 的 自 同 态 ,但 不 是 满 自 同 套 . 因为 任 取 


13 2 je 4 有 


CAA A 
ds 2))-d[s 2))= (8 9) (% 9)= (“ge ® 
mu dl 2):(s 2))=d(% 2)). 4 
V 在 pg 下 的 同 态 像 是 (8,-), 其 中 8 一 {4。 0] |a € R). 考 虑 V 中 关 


于 ， 运算 的 单位 元 [5 9) ,p 将 它 映 到 39) ,但 [3 9] 不 是 V 中 的 
单位 元 ,而 是 同 态 像 48,，) 中 的 单位 元 ， 

对 于 这 个 定理 我 们 还 要 再 说 明 一 点 . 同 态 映 射 可 以 保持 代数 系 
统 V 中 的 许多 性 质 ,如 交换 律 、 结 合 律 、 短 等 律 .分 配 律 . 吸 收 律 等 ， 
但 对 消去 律 不 一 定 为 真 . 请 看 下 面 的 例子 . 

【全 1, 24 卫 TY = (ZZ, '，), V; = (Zss 人 的) 为 代数 系统 ， 其 中 Zs 一 
10,1,.…,5}), 四 为 模 6 乘法 . 令 ps Z 一 Zo g(x) = (x)mod6,Yx EE 
Z, 则 ?为 了 到 的 满 同 态 . 不 难看 到 ,普通 乘法 , 在 Z 上 是 满足 消 
去 律 的 ,而 模 6 乘法 @ 在 Zs。 上 不 满足 消去 律 . 考虑 等 式 2 @ 3 一 
2 多 0, 者 成 立 消 去 律 就 得 到 2 = 0, 显 然 是 不 对 的 . 

【 例 1. 25〗 设 代数 系统 V = 〈Z,, 田 ,0), 其 中 ,= {0,1,…， 
7n 一 1}, 甸 为 模 n 加 法 .证 明 V 上 恰好 存在 着 个 自 同 态 . 

证 首先 证 明 V 上 存在 着 个 自 同 态 . 考虑 gp; 2Z, -> 2Z, ,gs(z) 

21 


一 《pz)modaz，Vz EZ 其 中 二 0,1,…,n 一 1. 易 证 pp 是 V 上 的 
自 同 态 . 任 取 x,y € Z., 有 
prDBy) =(pr By modn 
={pr)modn DB (py)modn = pT) BP pty), 
qo(0) = (pomodn = (0)modn = 0. 
下 面 证 明 VWV 上 的 任何 自 辕 态 必 为 上 述 x 个 自 同 态 之 一 . 设 9: Z。 
~> 了 是 上 的 自 同 态 , 所 以 有 0) = 60. 假设 91) = i)i EE 2Z., 我 们 
将 要 证 明 Yz € Z., 有 YXz) 二 (ix}modn. 
若 z 一 0, 则 0) = 一 0 一 《it0)modz， 
假若 对 任意 的 7 E 10,1， 一 2) 有 5) 二 Gj)modn, 则 
j++D)= HjBD)= HDB = modnDi 
一 (人 二 1))modn. 
所 以 Yx Ee Z. 有 RPRz) 一 (Ciz)modr， 


$1.4 司祭 关系 和 商人 代数 


定义 1.17 设 代数 系统 了 一 (入 ,o5y02， ?0r) ;其 中 0o; 为 & 元 运 
算 .关系 一 是 4 上 的 等 价 关 系 . 任 取 A 上 2k 个 元 素 a;，as，…… ?ZE 9 
bi, bs bs 如果 对 了 一 22 成 立 就 有 

OICQ19C29 yCA ~ Of be, Bi.), ; 
则 称 等 价 关系 ~ 对 运算 0; 具 有 置换 性 质 . 如 果 等 价 关 系 一 对 VV 中 所 
有 的 运算 都 具有 置换 性 质 , 则 称 关系 ~ 是 Y 上 的 同 余 关 系 , 称 4 中 
关于 ~ 的 等 价 类 为 Y 上 的 同 余 类 . 

由 于 零 元 运算 与 运算 数 无 关 , 所 以 4 上 的 等 价 关 系 对 所 有 零 元 
运算 都 具有 置换 性 质 . 为 判断 4 上 的 等 价 关系 是 否 为 同 余 关系 ,只 须 
验证 该 关系 对 V 上 每 一 个 非 零 元 运算 是 否 具有 置换 性 质 即 可 . 

〖【 例 1. 26] 设 代 数 系 统 了 = 44，…， 一 习 )， 其 中 4 = 
性 


a,6 E R 人 6b 尖 0} ,为 普通 乘法 , 一 为 求 相反 数 , 且 Y 儿 EA 
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有 * 科 一 盘 . 在 4 上 定义 等 价 关系 一 VE A 
pe. 下 面 检查 关系 ~ 对 V 中 运算 是 否 具有 置换 性 质 . 任 
县 E 4, 有 


~ 地 名 ad= 
取 工 
取 方 ， 


A 
df’ 


所 以 关系 ~ 对 于 . 和 一 运算 具有 置换 性 质 ,而 对 。 ts 


性 质 . 例如 六 一 全 ， 但 * 言 一 二 :之 = 名 ,十 久生 


由 代数 系统 V 和 VV 上 的 同 六 
一 一 商 代数 . 
定义 1.18 设 代数 系统 V 二 《 自 ,01,02，"… ,0r) ,其 中 0 为 元 运 
算 .关系 ~ 是 V 上 的 同 余 关 系 ,V 关于 同 余 关系 ~ 的 商 代数 记 作 
/~ 一 《4 一 :ol1yDz，… ,or)，, 其 中 4/~ 是 4 关于 同 余 关 系 2 的 商 集 . 
对 于 二 1,2,… yr, 运算 规定 为 :Y [ai],[az],…，,[as]ce A/~, 有 
oiC[Lai], Laas], ,Las]) = [oi(ai sas, ,4 )j, 
为 了 说 明 商 代数 VY/~ 是 有 意义 的 ,必须 证 明 V/~ 中 的 所 有 运算 
都 是 良 定义 的 , 即 证 明 运算 结果 与 同 余 类 的 代表 元 素 的 选取 无 关 . 对 
于 i 二 1,2,*,r, 考 虚 V /~ 中 的 运算 wm, 任 取 二 个 间 余 类 [21], [a;]， 
[a4J. 假设 4 中 存在 5 ,5;,…。 , 负 ,使 得 Bb; EE [a], Jj 二 1,2,.…,k;， 
我 们 只 须 证 明 
dC[Las], os], aD) = HEB ), L626 ]). 
对 于 任意 7 二 1,2,…,&, 由 6; € [aj] 可 知 a; 一 己 . 关 系 一 是 上 同 
余 关 系 , 所 以 ~ 关于 oi 运算 具有 置换 性 质 ， 即 of(w yG29 A 一 
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oi ya ,Bk ). 因此 有 [Loi(ai saz,*… ,Qn)] 一 [op 朴 ! 
据 商 代数 的 定义 , 有 oiC[ay], [a],…， [as ]) = oC[6], [2 ] ,…， 
[6 1). 

【 例 1,273 设 V= (2Z,，), 其 中 为 普通 乘法 ,如 下 定义 Z 上 
的 等 价 关 系 ~ :YzyyEZ 有 > 一 yy 名 工 二 yCmodd), 则 一 为 六 上 
的 同 余 关系 .Y 关于 ~ 的 商 代数 V/~ 二 (2Z/~,@), 其 中 Z/~ = 
{Loj, [1J, [2], [3J}. Y[xzJ],[y] € 2Z/~ 有 [zx]©O[y] = 
[Czy)mod4]. 从 同 构 的 意义 上 说 , 商 代数 V/~ 就 是 代数 系统 
《Z4， 的 ) ,其 中 2 = {0,1,2,3), 为 模 4 乘法 . 

由 定义 1.18 可 以 看 出 代数 系统 了 和 商 代 数 V/~ 是 同类 型 的 . 进 
一 步 可 以 证 明 商 代数 Y/~ 能够 保持 V 中 的 许多 运算 性 质 . 

定理 1.9 设 V== A,01,02 Or》 是 代数 系统 ,对 于 : = ls2s 
… 7,0;: 是 元 运算 . ~ 是 V 上 的 同 余 关系 ,V 关于 ~ 的 商 代数 VV/~ 
二 《4A/~,01,02,…,0r), 令 oi,0; 是 V 中 任意 的 二 元 运算 . 

(1) 车 o; 是 可 交换 的 (或 可 结合 的 , 短 等 的 ), 则 5 在 V/~ 中 也 是 
可 交换 的 (或 可 结合 的 , 宕 等 的 ). 

(2) 若 o; 对 0; 是 可 分 配 的 , 则 a; 对 5 在 了 /~ 中 也 是 可 分 配 的 . 

《3) 若 ooi 满足 吸收 律 , 则 5i,5) 在 V/~ 中 也 满足 吸收 律 . 

(4) 若 e( 或 人) 为 Y 中 关于 oi 运算 的 单位 元 (或 零 元 ), 则 [e]( 或 
[8]) 是 V/~ 中 关于 = 运算 的 单位 元 (或 零 元 ). 

(5) 车 oi 为 V 中 含 单位 元 的 运算 , 且 x € 4 关于 oi 运算 的 道 元 
为 xz. 则 在 V/~ 中 [x] 关于 6; 运算 的 逆 元 是 [zx-1]. 

证 明 留 作 练 习 . 

下 面 给 出 几 个 关于 同 态 , 同 余 关 系 和 商 代 数 的 重要 定理 . 

定理 1.10 设 Vi = 《A,ol ;029°"* 01) ,Vs = (B 501，02， Or 》 是 
同类 型 的 代数 系统 . 对 于 i 一 1,2,…,r,o; 和 5; 是 ;元 运算 . 令 pg;4 一 
B 是 Vi 到 V; 的 同 态 , 则 由 8p 导出 的 4 上 的 等 价 关 系 ~ 是 V, 上 的 同 
余 关 系 . 
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证 ”一 是 由 9 导出 的 等 价 关 系 , 所 以 VzyE 4 有 工 一 y 伸 
HTX) 二 ply). 任 取 一 个 V 上 的 运算 o (有 之 1), 设 a 2 °° y G8 SPL, 
ba ,7 ,Ds [3 A, 有 Ha; 一 jf 二 1,2,"…,k;, 则 有 IL27) 二 9Lb)). 因此 有 
下 面 的 等 式 : 

oA Pa) ,Pa2) ,se PAs)) = oi:CFKD1) » P62) ys )). 
又 由 于 8 是 同 态 , 所 以 得 
Phoi(a1 sa 0 )) = pho be, ,be)). 
从 而 有 oi(ai ,a;,… ea ~ oil Bk). 这 就 证 明了 等 价 关系 ~ 
关于 oi 运算 有 置换 性 质 . 由 于 :的 任意 性 可 知 一 是 V, 上 的 同 余 关 
系 . 四 

LL 例 1.28】 设 代数 系统 Vi = 一 (Z 和 ， 人 入),Vs 一 《N, 十 ,0), 其 
中 三 * 为 了 上 的 串 的 集合 ,为 连接 运算 , A 为 空 串 . 定义 8:5* -> N， 
Kw) 二 |wil,Yw€ 2 , 则 8 为 V ,到 V, 的 同 态 映 射 .由 yp 导出 的 六 I 
上 的 同 余 关系 ~- 可 定义 为 :Yroiyros € ZZ" ,wn ~w |w| 一 |zoz|， 
由 这 个 同 余 关 系 确定 的 同 余 类 恰 为 等 长 的 串 所 组 成 . 

定理 1.11 设 V= (4,01;0;,*… ,0,) 是 代数 系统 ,其 中 oi 为 ;元 
运算 ,i 二 1,2,…,r. 一 为 V 上 的 同 余 关系 , 则 自然 映射 g: 4 ~ 
A/~,gta) 一 [aj], Ya E€ A4 是 从 V 到 V/~ 上 的 同 态 映射 . 

证 设 V 关 于 同 余 关 系 ~ 的 商 代数 是 V/~ == (A/~,57,57,…， 
90r), 对 于 i = 二 1,2,…* 7 考虑 ; 元 运算 oi;; 任 取 U1l1d29 "°° 0s, EA 有 

BS (Oi (a Qa29 °° 0)) = Loi(a1 ?429""" sO) ] 

=0([ar), Les], La) = og Ca) ,gas) ,gas)). 

所 以 g 是 V 到 V/~ 的 同 态 映射 . 

定理 1.12 ( 同 态 基本 定理 ) 设 Vi 一 《4,oloa wor)，V， 一 
《如 ,01 ,0 ,-… ,07) 是 同类 型 的 代数 系统 ,对 于 i 一 1,2,…- ,>0i90; 是 虑 
元 运算 ,8: 4 一 BB 是 V 到 V, 的 同 态 , 关 系 ~ 一 是 9 导出 的 V, 上 的 同 
余 关 系 , 则 7 关于 同 余 关 系 ~ 的 商 代数 同 构 于 V 在 ?下 的 同 态 像 ， 
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BV /~ (pA) ,0 ,02 "0, 
证 设 V 关 于 同 余 关系 ~ 的 商 代数 为 
Vi/~ = (A/~, 01,02,*"" 10,). 
定义 h: A/~ 一 2A), hl[al]) 一 Fa), YLaj€ 4/~, 任 取 a,bE 4， 
有 
Le] = [5] S22~ 6 fa) 一 2 全 天 (Le]) = AAC)). 
这 就 证 明了 上 是 单 射 的 函数 , 再 考虑 五 的 满 射 性 ,Yy E 9 4) ,存在 工 
所 4 使 wz) 一 ,因此 有 [zjJeE A4/~, 满 足 h([z】) = 9x) = yy; 从 
而 六 是 双 射 的 . 最 后 证 明天 为 同 态 映射 . 对 于 i 二 1,2,…,r ,到 商 代数 
Vi/~ 中 的 天; 元 运算 0;,Y [Lal], [Las ,~ ，, [a j A/~ 有 
ho [La] [Lael ,La 1)) = hlLo;(al sar ;4s)]) 
一 Poi(alyazy 8)) = opla1) pas Par )) 
=oi(h [a]) ,ACLas)) ,hl La 1)). 


所 以 有 Vi/~ 之 (MKA) 00.… 0). 

. 同 态 基本 定理 告诉 我 们 ,任何 代数 系统 V 的 商 代 数 是 它 的 一 个 
间 态 像 . 反 过 来 ,如 果 V' 是 V 的 同 态 像 , 则 VW 与 V 的 一 个 商 代数 是 

同 构 的 . 从 抽象 代数 的 观点 看 ,V' 就 是 V 的 商 代 数 . 

【 例 1.29】 设 V= (Zi, 外) ,其 中 Ze 一 {10,1,…,5}, 细 为 模 6 
加 法 .试用 同 余 类 描述 V 上 所 有 的 同 余 关系 . 

解 根据 例 1.25,V 上 有 6 个 自 同 态 , 即 9; Ze 一 Zo,gp(x) 一 
(pxr)mod6,p = 二 0,1,… ,5. 考 虚 V 的 同 态 像 . W(X) = 二 0,YVrx EE ZoV 
在 名 下 的 同 态 像 是 ({10}, 由 ). 册 (z) 一 工 , R(T) 二 (5r)ymod6,YxE€ 
ZooV 在 和 下 的 同 态 像 是 VV 自己 .g(x) 一 (2z)mod6 ,狼人 z) 一 
(4z)mod6,Y 工 E ZorV 在 品 和 下 的 同 态 像 是 ({0,2,4}, 外 )., P(x) 
一 (3r)mod6,YXx € ZorV 在 下 的 同 态 像 是 (10,3}, 外). 根据 同 态 
基本 定理 ,V 有 4 个 商 代数 ,因此 V 上 有 4 个 不 同 的 同 余 关系 ,分 别 由 
;及 名,2 导出 .它们 的 同 余 类 分 别 是 ; 
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由 % 导出 的 同 余 关 系 , 同 余 类 是 10,1,…,5}); 

由 及 导出 的 同 余 关系 , 同 余 类 是 10}, {1),…, {5}， 

由 9& 导出 的 同 余 关系 , 同 余 类 是 {10,3}), {1,4}), {2,5}); 
由 9 导出 的 同 余 关 系 , 同 余 类 是 {0,2,4}, {1,3,5). 


$1.5 = 代数 


到 目前 为 止 我 们 已 经 对 代数 系统 有 了 基本 的 了 解 ,但 实际 当中 
存 在 的 许多 代数 系统 更 为 复杂 . 它 的 载体 可 能 不 是 一 个 集合 而 是 一 
个 集合 族 , 运 算 也 不 是 一 个 集合 上 的 运算 而 是 在 不 同 的 集合 之 间 的 
运算, 换 句 话说 ,运算 数 与 运算 结果 属于 集合 族 中 不 同 的 集合 . 这 样 
的 代数 系统 叫做 三 代数 或 分 类 代数 . 
定义 1.19 一 个 代数 VV 是 一 个 二 元 组 (Ff ,0) ,其 中 下 是 一 个 
非 空 集合 构成 的 集合 族 ,Y A EF, 称 4 是 V 的 基 集 .器 是 一 个 非 空 的 
运算 集 ,Vo € Do: 4 XA XX A>A, Ai,Ah 4 ,AE 
下 rr EC 人 
使 用 三 代数 可 以 给 出 抽象 数据 类 型 (4DT) 的 代数 规范 . 从 传统 
的 数据 结构 到 抽象 数据 类 型 的 使 用 是 软件 系统 设计 的 新 发 展 . 把 一 
类 数据 和 数据 上 的 操作 封装 在 一 起 就 构成 了 一 个 抽象 数据 类 型 . 在 
给 出 抽象 数据 类 型 的 规范 时 并 不 需要 说 明 数 据 结构 的 具体 表示 和 操 
作 的 实现 方法 . 下 面 给 出 的 是 一 个 自然 数 栈 的 代数 描述 . 
f 例 1. 30 
sorts Stack; Nature; Bool; 
operations 
true, false: 一 Bool; 
zero: 一 Nature: 
succ: Nature 一 Nature; 
emptystack : —» Stack ; 
isempty: Stack 一 Bool， 
27 


Push : Stack x Nature 一 Stack ; 
pop: Stack 一 Stack; 
top: Stack 一 Nature; 

declare s: Stack; n: Nature; 

axloms 
‘isempty (emptystack) 一 true; 
isempty (push(s ,n)) = false; 
pop (emptystack) = emptystack ; 
pop (push(s,n)) = s; 
top (emptystack) 一 zero; 
top (push(s,n)) 一 n， 

这 是 一 个 三 代数 ,VV 二 (FF,0), 其 中 下 二 (Stack，Nartue， 
Bool}, 2 = {true, false, zero, succ, emptystack, isempty, push, 
pop，top}，declare 部 分 给 出 了 在 公理 部 分 所 使 用 的 变量 说 明 ， 
axioms 部 分 规范 了 这 个 三 代数 的 性 质 . 

三 代数 是 一 般 代 数 系 统 的 推广 . 前 边关 于 一 般 代 数 系 统 的 许多 
概念 ,如 子 代数 、 积 代数 、 代 数 系统 的 同 态 与 同 构 、 同 余 关 系 和 商人 代数 
等 都 可 以 运用 到 三 代数 中 去 . 因 篇 幅 所 限 这 里 就 不 再 介绍 了 ,有 兴趣 
的 读者 可 以 参考 有 关 的 书籍 . 


习 题 一 


1. 设 终 , 名 分 别 为 Z, 上 的 模 4 加 法 和 乘法 ,给 出 龟 和 名 的 运算 表 . 
2. 设 4 一 (0,1)，" 为 函数 的 合成 运算 , 试 给 出 4 土 所 有 的 函数 关于 运算 
的 运算 表 . 
3. 设 和 4 二 {1,2,…,n},f 为 4 上 的 一 元 运算 . Yi EE 4 有 zrG) 一 
(十 1)modn. 称 代数 系统 (4,r》 为 时 钟 代数 . 当 n 一 5 时 给 出 = 的 运算 表 . 
4. 判断 下 列 集合 对 所 给 的 代数 运算 是 否 封 闭 . 如 果 封 闭 , 则 指明 该 集合 上 
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的 二 元 运算 是 否 满足 交换 律 .结合 律 .者 等 律 .消去 律 、 分 配 律 和 吸收 律 , 并 找 出 
该 运算 的 单位 元 和 零 元 . 

《1) 整数 集合 Z 和 普通 的 减法 运算 ; 

(2) 非 零 整 数 集合 Z* 和 普通 的 乘法 运算 

(3) 集合 4 = {zlzEe NAz 为 奇数 } 和 普通 的 加 法 及 乘法 运算 ; 

(4) n 阶 实 和 矩阵 集合 M.(R) 关于 矩阵 加 法 和 矩阵 乘法 运算 ; 

(5) n 阶 实 可 逆 和 矩阵 的 集合 关于 矩阵 加 法 和 和 矩阵 乘法 运算 ; 

《6) 集合 nZ 一 {nk|k € 2Z),n € 2Z+, 关 于 普通 加 法 和 乘法 运算 ; 

(7) 正 实数 集 R+ 和 o 运 算 , 其 中 运算 定义 为 4% 一 ab 一 a 一 5b,Ya,5b ER+， 

(8) 集合 4 一 {aq1,42,… sas} ,nn 之 1,0 运 算 为 a% 一 5, Ya,b € 4; 

(9) 集合 4 上 的 所 有 二 元 关系 的 集合 RCA) 和 关系 的 合成 运算 ， 

(10) 正 整 数 集 Z+ 和 求 两 个 数 的 最 大 公约 数 及 最 小 公 倍 数 的 运算 . 

5. 设 4 二 {a,b,c),a,b,c E R. 能 否 确 定 a,5,c 的 值 使 得 

(1) 4 对 普通 加 法 封闭 ; 

(2) 4 对 普通 乘法 封闭 . 

一 {f|f 蚌 [a,6] 上 的 连续 沙 数 ,a,b € 民 } 问 S 关 于 下 面 的 每 个 运算 是 

否 构 成 代数 系统 ?如 果 能 构成 代数 系统 ,说 明 该 运算 是 否 适合 交换 律 和 结合 律 ， 
并 求 出 单位 元 和 零 元 ， 

(1) 函数 加 法 , 即 (f 十 g(x) 二 f(x) 十 gr), Yr € [a,6]; 

(2) 浅 数 减法 , 即 CF 一 g)(x) 一 rz) 一 gCT), NITE [a,b]s 

(3) 函数 乘 渗 , 即 (f ，g) (x) 二 f(x) ,gtrz), yx € [ao]i 

(4) 函数 除法 , 即 (J/g)(z) 一 f(x)/g(r), Yr € [a,b]. 

7. 判断 正 整数 集 Z+ 和 下 面 每 个 二 元 运算 是 咨 构成 代数 系统 . 如 果 是 , 则 
说 明 这 个 运算 是 否 适 合 交换 律 .结合 律 和 窦 等 律 ， 并 求 出 单位 元 和 零 元 . 

《1) ao = max{ta 4 

(2) aop 一 min{a,6}; 

{3) ao 一 dj 

《4)》 a = (a/b) + (bfa). 

8. 设 p,9sr 是 实数 ,bo 为 民 上 的 二 元 运算 .Ya,b € R,a% 一 pa 二 92 十 r, 问 
"运算 是 和 否 适 合 交换 律 . 结 合 律 和 每 等 律 , 是 否 有 单位 元 和 等 元 ,并 证 明 你 的 结 
论 . 
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9. 设 * 为 有 理 数 上 集 Q@ 上 的 二 元 运算 ,YT,y EQ 有 x*y 一 十 y 一 XY: 
说 明 * 运算 是 否 适 交换 禄 .结合 律 和 赛 等 律 ,并 求 出 Q 中 关于 * 运算 的 单位 
元 . 零 元 及 所 有 可 道 元 素 的 逆 元 . 

10. 设 4 = {a,65), 试 给 出 4 上 所 有 的 二 元 运算 和 一 元 运算 ,并 找 出 一 个 既 
不 可 交换 也 不 可 结合 的 二 元 运算 - 

11, 设 4 = Q Xx 8Q,Q 为 有 理 数 集 ,? 为 4 上 的 二 元 运算 .Ye (c,d) E€ 
4 有 

ab)otcsd) = tac,ad + 6b), 
说 明 ° 运算 是 否 适合 交换 律 和 结合 律 , 并 求 世 4 中 关于 运算 的 单位 元 、 零 元 和 
所 有 可 逆 元 察 的 北 元 . 

12. 设 代数 系统 V 二 (4,o) ,其 中 "运算 由 运算 表 ( 兄 表 1. 6) 给 出 . 说 明 " 运 

算是 否 满足 交换 律 ,结合 律 和 和 畴 等 律 ,并 确定 4 中 关于 = 运算 的 单位 元 和 零 元 . 
囊 1.6 


(17 (2) 


{3) (4) 


13. 证 明定 理 1. 3. 

14. YY 二 (Zs; 四), 四 为 模 6 加 法 .指出 V 的 所 有 的 子 代 数 ,并 说 明 哪 些 子 
代数 是 平凡 的 子 代 数 , 那 些 是 真子 代数 . 

15. 设 V 二 《({1,2,3},0,1); Yr,y E {1,2,3}, roy = max{x,y}, Vz 一 
(56) 6 Yab Ee (5,6} ,4#6 = minta,b}. 

(1) 给 出 积 代数 VX Vz 的 运算 表 和 特异 元 素 

(2) 给 出 了 的 所 有 的 子 代 数 . 

16. 代数 系统 Vi 一 {23, 办 1) ,Vz 二 (2Z2, 的 2) ,其 中 鲜 ; 和 和 人 印 ; 分 别 为 模 3 和 
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模 2 加 法 . 

(1) 给 出 积 代数 Vi x Vs 的 运算 表 ; 

(2) 求 出 积 代数 Vi x V, 的 单位 元 和 每 个 可 道 元 素 的 逆 元 . 

17, 证 明定 理 1. 6. 

18. 设 Vi 是 复数 集 C 关于 复数 加 法 和 复数 雪 法 构成 的 代数 系统 ,7， 二 
‘B, 十，*) ,其 中 


十 和 “分别 为 矩阵 加 法 和 末 法 .证 明 V, 同 构 于 VV，. 

19. 设 V = 一 (4,ovozy,Vs 一 《B,01;92) 是 含有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 . 
证 明 积 代数 Vi XV 和 Ys Xx Vi 同 构 . 

20- 设 太 一 (人 PC UN ~ Gab Vi = (01}, 十, 一， 
0,1)， 其 中 十 ,一 分 别 为 布尔 加 .、 乘 和 补 运算 . 令 p; Pilfa,6)) 一 10,1) ,县 
YzE P({a,5}), 别 定义 如 下 

l,a€ rs: 
We 4 癌 工 。 
证 期 史 为 Vi 到 Vs, 的 满 同 态 . 

21. 证 明定 理 1. 8. 

22. 设 册 = (有 ,0 ,Vi 二 (B,*),Vs 一 (C,…) 是 会 有 一 个 二 元 运算 的 代数 
系统 .9: A 一 B 是 V, 到 Vs 的 同 态 ,pp: 8 一 C 是 V, 到 V, 的 同 态 .证 明 Prog 是 
VY 到 Ts 的 同 态 ， 

23. 证 明 对 任意 的 代数 系统 Pi ,Vs,V， 有 

(1) 位 兰 六 + 

(2) 车 太空 V, 则 Vo 宇 V,; 

《3) 若 8 全 Vi7; 衬 Vs, 则 Vi Vs. 

24. 设 V 二 = (C,*),V, = (R， -是 代数 系统 ,* 为 普通 乘法 ， 下 面 哪个 函数 
9 是 了 到 Y: 的 同 态 ?如 果 9 是 同 态 , 求 出 在 p 下 的 同 态 像 . 

(IDD 9: CR, Hz) = |z{| 1, yzEC 

(2) 9: C+ R, HAz) = iz|, Yz EEC, 

(3) p: C= R, pz) = 0, Yz EC 

(4) 8: Cr R, Az) = 2, YE CO, 
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25. 设 了 一 (4, ,其 中 4= {5"|n EZ+)， .为 普通 乘法 . 试 求 出 所 有 六 上 


的 自 同 构 . 


26. 设 代 数 系 统 了 一 《2Z+， *“ >，V7; = (2Z2，, ;其 中 本 为 普通 苹 法 . 定义 


p: Zt— Zs,YX EZ+ 有 


1， 工 一 1; 


;~ | 
em 0, 工 疡 1. 


证 明 ?8 是 了 到 了 ， 的 满 同 态 - 


27, 设 7 = (Z, 十), 判断 下 面 给 出 的 二 元 关系 尺 是 否 为 VY 上 的 同 余 关系 ， 


并 说 明理 由 . 


(1) Yry GE ZrRy 示 工 与 y 同 号 或 二 一 yy 一 0; 

(2) Yzy EZ, TRy It yl| < 5; 

(3) YT,y EZ, TRYOX=y=0 或 + 关 0,y 关 0; 

{4) YX,y EE 2, TRy tI. 

28. 证 明定 理 1. 9， 

29. 设 V 一 (Z,A) ,Vs 二 (2Z,5) 是 含有 一 元 运算 的 代数 系统 ,其 中 和 和 分 


别 定 义 如 下 、 


r= 二 1l, Yr+EZ, Ay= (y+ lmod2, Yy € Zs. 
8: Z— Zz Ha) = (a)mod?2, Ya € Z. 
《1) 证 明 pq 是 Vi 到 VV; 的 同 态 } 
(2) 给 出 yp 在 Vi 上 导出 的 划分 . 
30. 设 V 二 《4 十),， Vs 二 (4%, 十), 其 中 
A;= (TIx EZ 有 zr jkmnE N, cm, 


十 为 普通 加 法 . 令 2 一 HX) < 一 HRIy Yi EE A 


(1) 证 明 ”是 了 到 V; 的 同 态 ; 
(2): 令 一 表示 由 9? 导 出 的 Vi 上 的 同 余 关系 , 试 描述 商 代数 Viy 一 〈 给 出 


集合 和 运算 表 ). 表 1.7 


4 一 {a DCA 由 运算 表 ( 表 1. 7) 给 


31. 设 代数 系统 V = (A,c} ,其 中 


《1) 试 给 出 Y 的 所 有 的 自 同 态 ; 


(2) 试 给 出 Y 上 所 有 的 同 余 关系 . 
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32. 设 Vi = (A,* sR ,Vs == 《如 ,cy 二 二》 是 代数 系统 ,其 中 ¥ 和 。 为 二 元 


运算 ,* 和 < 为 一 元 运算 ,和 并 为 零 元 运算 . 在 积 代数 V x V: 上 定义 二 元 关系 
RY (lab),cdyEAxXB 有 


“oRic,d) a=i. 
(1) 证 明 R 为 Vx VV 上 的 同 余 关系 ; 


(2) 证 明 mixya/R 宇 内 
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第 二 章 。” 半 群 与 独 异 点 


$2.1 半 烙 与 独 异 点 


半 群 和 独 异 点 是 具有 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 . 

定义 2.1 (1) 设 * 是 集合 S$ 上 的 二 元 运算 , 若 * 运 算 在 S 上 是 可 
结合 的 , 则 称 代数 系统 了 二 (5,。) 是 半 群 . 

(2) 设 V 一 《5S,*) 是 半 群 , 若 存在 e E 3 为 V 中 关于 -运算 的 单 
位 元 , 则 称 Y = 〈S，,,e) 是 独 异 点 . 

【 例 2. 1 了 

(1) 自然 数 集 N ,整数 集 Z ,有 理 数 集 马 ,实数 集 尺 关于 普通 加 法 
或 乘法 都 可 以 构成 半 群 和 独 异 点 . 正 整 数 集 Z+ 关于 普通 乘法 可 以 
构成 半 群 和 独 异 点 ,而 关于 加 法 只 能 构成 半 群 . 

(2) 设 m2 阶 实 矩 阵 集合 M,(R) 关于 矩阵 加 法 或 矩阵 乘法 
都 能 构成 半 群 和 独 异 点 ， 

(3) 麦 集 书 (五 ) 关于 集合 的 并 、 交 和 对 称 差 运算 都 可 以 构成 半 群 
和 独 蜡 点 . 

《4) A* 关于 范 数 的 合成 运算 构成 了 半 群 和 独 异 点 ， 

(5) 4 一 (aoaz an 和 QZ+o 为 4 上 的 二 元 运算 . Yaiyai EE 
4 有 da; 一 Qs ; 则 4 关于 。 运算 构成 半 群 . 

定义 2.2 设 耻 = (5,°) 是 半 群 ,Yx €E 5S,n E€ 2Z+, 定 义 z 的 nn 
次 可 为 

Xt = Tr, nt 2Zt. 
例如 在 半 群 人 3, 十 》 中 ,Yz E Z,z 的 = 次 赛 是 z 十 十 … 十 z 
7 个 工 
一 27. 而 在 半 群 (CP(B), 四 ) 中 ,YzE P(B),zx 的 次 旺 是 
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es 何 ， 7 为 偶数 ; 


【zx， 为 奇数 
半 群 中 元 素 的 医 运 算 遵 从 下 面 的 规律 . 


定理 2.1 设 V = (5S,o) 是 半 群 , 则 Yz,yES 有 
(1} zx” 一 2 有 
(2》(z")m 一 x”, 
其 中 n,m E€ Z+. 
证 (1) 固定 ”, 施 归纳 于 关 . 
车 mm 二 1, 则 zw"x! 一 eezr 一 ti 
假设 对 六 一 点 有 az 一 友人 成 立 ;, 则 对 各 一 天 十 1 有 
not1 一 rofttaz) = (XO) 一 rthor 一 THT tt 
根据 数学 归纳 法 ,对 一 切 az € Z+ ,结论 为 真 ， 
(2) 固定 ”, 施 归纳 于 和 
mr 一 1] 时 有 (ze?)1 一 x 一 x". 
假设 当 和 六 = 时 有 (zx")* 一 x*, 则 m= 二 上 十 1 时 有 
(zaJk+1 es 《Ce JET 还 np me Ztn 二 xt 
根据 数学 归纳 法 ,对 一 切 n,m € Z+ ,结论 为 真 ， ' 
可 以 将 z 的 a 次 符 的 概念 从 半 群 推广 到 独 异 点 . 在 独 异 点 V = 
《eye) 中 ,YzESnEeNz 的 z 次 宕 是 : 
XxX? 一 e 
fl = rox， 其 中 n € N， 
不 难 证 明定 理 2. 1 的 结论 在 独 蜡 点 中 也 成 立 , 只 是 m,n 不 仅 限于 正 
整数 ,也 可 以 是 0， 
定理 2.2 设 (5S ,是 半 群 , 则 可 以 适当 地 定义 单位 元 e, 将 这 个 
半 群 扩张 为 独 异 点 《S',* ,e). 
证 ” 任 取 e 使 得 e 马 S. 令 S' 一 SU {e}, 且 定义 S' 上 的 二 元 运 
算 > 如 下 : 
YryES, x y= ry, 
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VXIES, re se r= Zz, 


ere 一 e。 
昂 见 > 运算 在 S' 上 是 可 结合 的 , 且 单 位 元 为 ce. 因此 (S' ,> ,e) 是 独 异 
Ft E 
下 面 考虑 半 群 和 独 异 点 的 子 代数 . 


定义 2. 3 半 群 S 的 子 代数 叫做 5 的 子 半 群 . 独 异 点 工 的 子 代数 
叫做 了 的 子 独 异 点 . 


5 例 2. 2 设 4= { 人 [3 9 |a € R}, 则 4 关于 甜 阵 乘法 构成 半 
群 (4, *), 且 它 是 (M2《R),.) 的 于 半 群 . 令 V = (4, ,|1 9] ), 则 7 


是 一 个 独 异 点 ,但 它 不 是 (M,CR), [1 0) ) 的 子 独 异 点 . 因为 
Mz(R) 中 关于 运算 的 单位 元 不 属于 4. 
定理 2.3 设 5 为 半 群 ,V 为 独 异 点 , 则 S 的 任何 子 半 群 的 非 空 
交集 仍 是 3 的 子 半 群 ,V 的 任何 子 独 蜡 点 的 交集 仍 是 V 的 子 独 异 点 . 
证 设 门 5; 是 5S 的 子 半 群 的 非 空 交集 ,Yz,y € 门 5;, 则 xz,y 属 
于 每 个 5S;, 因为 5S; 是 S 的 子 半 群 ,所 以 zy E 5;. 这 就 证 明了 zy 
E 门 S,- 根据 子 代数 定义 站 5; 是 $ 的 子 代数 , 即 子 半 群 
令 Vi 是 独 异 点 V 的 子 独 异 点 的 交集 . 设 VV 的 单位 元 为 e, 因 为 
TY 是 V 的 子 代 数 , 故 Yi 有 e € Vi;, 所 以 etE NV,, AV; 非 空 . 再 根据 
上 面 的 证 明 可 知 nV; 是 VV 的 子 独 异 点 . 
由 以 上 定理 可 知 ,若干 个 子 半 群 的 非 室 交集 仍 是 子 半 群 ,但 它们 
的 并 不 一 定 是 子 半 群 .例如 2Z = {2k|k€ Z}，3Z 二 {3k|k € 2Z} 都 
是 (2Z，, 十 》 的 子 半 群 ,但 2Z U 32 并 不 是 4Z, 十 ) 的 子 半 群 . 
定义 2.4 设 5 为 半 群 ,B 是 S 的 非 空子 集 , 则 5S 的 所 有 包含 B 
的 子 半 群 的 交 仍 是 5S 的 子 半 群 , 称 为 由 B 生成 的 子 半 群 , 记 作 (B). 
定理 2.4 5S 为 半 群 ,B 是 S 的 非 空 子 集 . Yn € Z+, 令 
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一 人 ps… “en 15: E B,i=1, 2,°° n}, 
则 
‘B» = B". 


nEZ+ 
证 ” 先 证 U B"CC 4B). 任 取 x€ UU BP", 则 存在 xn€E2Z+ 有 目 z 
anEZ+ nE€Zt 
€ B", 因 此 之 bbb, Hb E Bi = 132,** 7. 因为 B 导 《B), 所 
: 以 这 一 bb b, 且 疡 在 《B) ,i = 1,2,*"* ny 又 由 于 《B)》 是 子 半 群 , 因 
此 并 一 站 2 E(B). 
再 证 (By S U, B". 任 取 z€ B, 则 z€ B!, 所 以 x E U BF". 这 


n€EZ+ 
就 证 明了 BC 丑 和 B". 易 证 由 如 是 3 的 非 空子 集 且 关于 $ 中 的 运 
算 封闭 , 是 5S 的 子 半 群 . 由 于 4B} 是 5S 中 所 有 包含 B 的 子 半 群 的 交 ， 
所 以 (4B8) 忆 U, Br". 四 


半 群 与 淖 异 点 的 积 代数 称 为 积 半 群 和 积 独 异 点 有 关 积 代数 的 
定理 和 性 质 都 可 以 用 于 积 半 群 与 积 独 异 点 . 

类 似 地 可 以 把 一 般 代数 系统 的 同 态 与 商 代数 的 概念 用 到 半 群 和 
独 异 点 上 ,从 而 得 到 商 半 群 与 商 独 异 点 , 有 关 同 态 , 同 余 关 系 和 商 代 
数 的 一 般 定 理 对 半 群 和 独 异 点 也 是 正确 的 . 

定理 2.5 设 V= 二 《S,*) 为 半 群 ,V' 二 (55,o),° 为 函数 的 合成 
运算 , 则 V' 是 半 群 , 且 存 在 Y 到 V' 的 同 态 . 

证 V' 是 半 群 ,因为 $5 关于 合成 运算 :是 封闭 的 , 昌 合 成 运算 适 
合 结 合 律 .定义 f: S 一 S, 且 f(x) 二 axzx, YE€ES, 则 f,€ ss. 


人 坊 


9: 3 一 3 a) = f, Ya€Es, 
则 yp 是 V 到 V' 的 同 态 . 因 为 Ya,b5 ES 有 
axdb) = fas Ma)op() 一 扩大. 
我 们 只 须 证 明 Yz € SS 有 fxr) = fefs(x) 即 可 . 
六 ez) = (axb) r= ax (bx7r) = ffilr)) = ffslr), 
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所 以 有 ga *B) 一 以 Q)c9CB)， 有 
定理 2.6 设 V= (S$S,* ,e) 是 独 异 点 ， 则 存在 工 己 55 使 
(T ,1s) 同 构 于 (《S ,x ,e). 
证 类似 于 定理 2.5, 令 pg; 5 -SS,9a) = ff Ya € 5S, 
则 YasbES 有 4Kax6b) = 二 Fa)ogl5), 此 外 
| pe) = f. = I1s, 
所 以 8 是 (S, x ,e》 到 《5S5,o,Is)} 的 同 态 ， 
任 取 a,6 ES5, 若 ga) 二 IH0), 即 所 二 所 ; 则 YrxES 有 
公关 二 一 了 (zz) = flzr) = bx 
令 工 = 二 2, 就 得 到 a = 5, 所 以 gp 是 单 射 的 . 
令 荆 二 45), 则 TT 和 55 县 9: S 一 本 是 双 射 的 ,因此 有 (5S,* ,e》 
同 构 于 < 工 ,°,1s). E 
这 个 定理 说 明 任 何 独 异 点 都 是 一 个 变换 的 独 蜡 点 , 因此 定理 
2.6 叫做 独 异 点 的 表示 定理 . 


$2.2 有 穷 自动 机 


有 穷 自动 机 在 形式 语言 方面 有 着 重要 的 应 用 , 我 们 先 给 出 有 穷 
半自动 机 和 和 自动 机 的 定义 . 

定义 2.5 (1) 一 个 有 穷 半 自动 机 是 一 个 三 元 组 M = ‘Q,,6)， 
其 中 名 为 有 穷 状 态 集 , 荆 为 有 穷 输 入 字符 表 ,6: Q X 一 眉 为 状态 转 
移 郴 数 . 

(2) 一 个 有 穷 自动 机 是 一 个 五 元 组 MM 二 (入 ,zz, 卫 3) ,其 中 心 ， 
三 和 3 的 定义 如 (1) ,为 有 穷 输出 字符 表 , 4: 驴 X 荆 一 卫 为 输出 郴 
数 . 

为 了 书写 的 简便 ,今后 将 8S(taye)) 记 为 6lq,a),A((lq,a)) 记 为 
A(g ,4). 

设 MM 是 有 穷 半 自 动机 Go 和 已 是 初始 状态 . Ww 一 CoQ1 as 一 1 是 长 
为 二 的 输入 审 . 若 SGoiei) 一 9iHo7 一 0 一 T 则 AM 从 go 秆 
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始 ,经 过 4 步 最 终 达 到 gq.. 这 样 就 得 到 一 个 工作 在 >" 上 的 半自动 机 
M" , 称 为 M 的 扩展 . 
定义 2.6 设 作 = (QQ@,Z,6) 是 有 穷 半自动 机 , 则 MM 可 以 扩展 成 
一 《9 ,2 ,6"), 其 中 Zz* 是 上 的 串 的 集合 ,6":Q x 2 一 @@， 
Yaoawa, 所 Z* 有 
dg, A)=g, 
3 (zyao) = (gq,a0), 
9 (evaoal as) 一 人 6 (qao0a1"ras-1) yan), 1 En. 
和 以 上 定义 类 似 ,也 可 以 定义 扩展 的 有 穷 自动 机 M* = (Q ,ZE ， 
TI“ ,6" ,4*), 其 中 人 @,* ,3 与 有 穷 半自动 机 一 样 ,TT" 是 政 上 的 串 的 
集合 ,2" 定义 如 下 . 入; Q X 5 一" ,Yaoal'rar EE 荆 有 
A’(g, A)=A 信 ， 
4A" {gq 00) = Alg ao) ， 
A” (gydoa1 dn) = ACg ao)A’ Gyao) ,aiteas)，1 Sn. 
可 以 证 明 扩 展 的 有 穷 自 动机 具有 下 面 的 性 质 . 
定理 2.7 设 M = (Q,3" ,TT* ,6 ,4A") 是 扩展 的 有 穷 自动 机 ， 
则 VYroryroz 所 "有 
(1) O° (ayrorz) 一 全 (6 (qzol) yzoo)， 
《2) 4 ”kgyrolizoz) = A (gr)A" (0° (gr) ,ws), 
其 中 wiwz 是 zi 与 TU 的 连接 . 
证 (1) 令 rwl 二 Qo0l…aa-lyz02z 一 Bo02 任意 给 定 z 的 长 
度 澡 所 入 ,对 ws 的 长 度 n 进行 归纳 . 
n 二 0, 则 ww = 二 A ,因此 有 
6* (qwrt) 一 9 qz) = 0* (6 (g,rw), A) 
0" (6* (gtwi) ,ts). 
假设 = 时 结论 成 立 , 即 有 
O° (qa001 "Am bob1 61) = O° (6* (gaoatam 1) bob1b,_1). 
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则 当 w 一 和 十 1 时 ros 二 bob1…B4, 因 此 有 
0° (gqg ,witws) by 
=6" (gq ,aoa1"- am_1bob1" bi) 
一 人 (6G” (gaoal an -bod be _1), Bb) 
一 人 (3 (6° (9aoaa Qn 1) Bobb 1), bi) 
0" (6" (Gaoal ram 1) bob be_1 bi) 
=6" (06°" (Cg ,71) ,ro02). 
(2) 任意 给 定 w; 的 长 度 n € N, 对 w, 的 长 度 mm 进行 归纳 . 
m 二 0, 则 zw = 二 A ,因此 有 
A (gywiTt02) 一 A* (gr) = A A* (gq ,ws) 
=A"(g, ADA’ (6 (gq, A),w,) 
=A" {gw1)A" (8° (9 ,1) ,to). 
假设 m 一 大 时 结论 成 立 , 即 当 zl = aias-…as 有 
A {gqyaa2 Adob nb, 1) 
=A" (galdzeasD)A (O° (gs aaa) Do5 vB 1)， 
则 当 wi 二 aoal…ax 时 有 
A (q ,twitws) 一 A (gaoa1"arbob nb 1) 
= A(g ,a0) 4" (Hq ,40) ya atopl nb, 1) 
= A(g340) A (Hg ,40) ,a a) 
A* (SO* 《Olg 0) yA) sDob1b,_1) 
= A(g,a0) A" (6(g ,20) ai at) 
A (6°60° (gq,a0) alas) bob:b,_ 1) 
= A {gsao010) A* (8° (g ,aoa et ) Bob bs,_1) 
= A (gs) A (0* (gq ,711) ,03). 9 
以 上 定理 的 结论 1) 对 半自动 机 的 扩展 M' = (Q,Z" ,8* ) 也 成 
立 . 
下 面 研究 半自动 机 M 和 独 异 点 的 关系 . 不 难 证 明 任 意 给 定 半 自 
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动机 好 ,可 以 得 到 一 个 对 应 的 独 异 点 Ty; 反之 ;任意 给 定 独 异 点 工 ， 
可 以 得 到 一 个 对 应 的 半自动 机 Mj. 请 看 下 面 的 定理 . 
定理 2.8 设 M= (Q,5,6) 是 半自动 机 ,MM' =(Q,5* ,6*， 是 
M 的 扩展 , 对 任意 的 zw € z'* ,定义 广 ， QQ, f(g) = 6°" (gq,w). 
令 S= {flwE5) 是 所 有 这 样 定义 的 函数 的 集合 ,是 函数 的 合成 
运算 , 则 Tu 一 人 So》 是 一 个 独 异 点 , 且 是 (Qe,o,7To) 的 子 独 异 点 . 
证 先 证 S 关 于 合成 运算 -是 封闭 的 . 任 取 六 ,f, € 5, 我 们 只 
须 证 明 fu of €E ST. Yq € ©, 
Furf us(q) = fo fo, (9)) = fu (0° (qzoz)) 
一 9 (6° (gw2) ,ww) = 0° (gq ,rwsw) 一 fu (4). 
所 以 Jof = fu ES. 
又 由 于 合成 运算 。 是 可 结合 的 ， 所 以 (5 ,。， 构成 半 群 , 且 是 
《Q",)》 的 子 半 群 . 
To 是 (QR,°,To) 的 单位 元 ;为 证 明 ¢S ,o,f 》 是 ‘Q8,c,Io) 的 子 独 
异 点 ,只 须 证 明 f= 1o 即 可 .Yq € 有 fn (gq) =6’(g, A) 一 9， 
所 以 f= 无. ' 
定理 2.9 设 T= 5， “2) 是 独 异 点 , 则 存在 半自动 机 ,HM 
所 对 应 的 独 异 点 Tw 同 构 于 工 . 
证 如 下 构造 半自动 机 M 一 (@,z,6)， 其 中 Q@= = 5S， 
:SXS— S60,6)=6 “ay ya ES. 易 见 2* 一 研一 9. 
和 定理 2.8 的 证 明 类 似 , Ya 三 定义 fa: S—S, f(g) = 
0 (ga) ,Yq ES. 令 A {fs la € 5}, 则 Tw = (有 4,°,f.) 是 MM 所 对 
应 的 独 异 点 . 
令 p: SA,gpla) =f., yeES 先 证 明 ”是 工 到 了 Tw 的 同 态 . 
任 取 a,5b 毛 9 vaES 有 
Pa 8)(9) = faslq) = 6* (Ga bb) 一 da 5 一 CC-B。 C， 
Ca)op(2)(g)》 = falfslq)) 一 人 (8 (gq ,6) ,0a) 
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= (6(g,6) ,4) =a*b*g, 
县 有 
Fle) = f.. 
所 以 yp 是 工 到 Tw 的 同 态 . 

其 次 证 明 yp 是 5S 到 4 的 双 射 函数 . 任 取 f. € A, 有 cE 5, 使 得 
zfc) 二 f.,9 是 满 射 的 .假设 有 a,65 EE 5, 且 9a) 一 95). 则 Yq€E5S 
有 

f(g) = foulg) > (qa) = 0° (g,5) 
=—> (gq94) = (lg.6) > ar*g=6b'g. 


令 g 二 e, 则 有 a == 6. 这 就 证 明了 ?是 单 射 的. 因此 有 了 至 Tu 

定理 2.8 和 2.9 证 明了 在 半自动 机 和 和 独 蜡 点 之 间 存 在 着 一 一 对 
应 .同样 的 情况 对 自动 机 也 成 立 . 任 给 自动 机 M = (Q@,Z,T,6,4) ,可 
以 得 到 一 个 对 应 的 独 异 点 ,就 是 半自动 机 (有 @,,6) 所 对 应 的 独 异 点 . 
反之 , 任 给 一 个 独 异 点 了 = 《S,*,e》,; 也 可 以 得 到 一 个 对 应 的 自动 机 
M = (Q@,Z, 厂 ,8,4). 其 中 人 @,,6 与 定理 2.9 中 的 定义 一 样 ,而 全 == 
SA SxS—>5,A(0.6) =65, Ya,b ES., 那 么 有 Tw 衬 T, 其 中 Tw 就 
是 (Q@,,6) 所 对 应 的 独 异 点 . 

【 例 2.33 工 = 49, ,1) 是 独 异 点 ,其 中 3 = 11， 一 1}， 为 普 
通 乘法 .和 了 对 应 的 半自动 机 M = 二 《{1, 一 1},{1, 一 1),6) ,其 中 状 
态 转 移 函 数 $ 如 表 2. 1 所 示 ,M 的 图 给 在 图 2. 1. 


刘 2.1 1 -一 】 1 
1 1 —1 1 -smd —1 
一 也 一 1 1 
2. 1 


根据 定理 2.8,M 对 应 的 独 异 点 Tw 一 《{ 六 ,大 四 其 中 所 
和 广 ,定义 如 下 ; 
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fi: {1,— 1})-— {1,— 1}, 1) 一 ji， 万 (一 1) 一 一 1. 
下 
定义 gp; {l, 一 1) -> {fisf- 1}, (1) 一 fF— 1) = fi1 则 yp 是 

了 = 《1 一 2,1) 到 Tw 一 《{ 刻 ,f_1} ,o,f1) 的 同 构 . 

利用 自 动机 和 独 异 点 的 一 一 对 应 关系 可 以 得 到 一 系列 有 关 自 动 
机 的 性 质 . 

定义 2.7 设 M = (Qi,3,TT,51,),M; = 《QZ 了 ps) 是 
自动 机 ,车 有 

(1) 已 三 Q,, 

(2) 0 = 6 1 (Q, x 5), 

(3) 1 = ht Q, XE), 
则 称 Mi 是 M; 的 子 自动 机 , 记 作 Mi 过 M. 

定理 2.10 设 M = QQ, Th ,Ms 一 《QZ 9， 
4 是 自动 机 . 它们 分 别 对 应 独 异 点 Th 和 Tw， 车 MM 去 Mo, 则 Th™, 
是 Tw 的 同 态 像 . 

证 设 Tw = 《4,°,f,), 其 中 4A 二 {fulw ET} Yq EQ, 
有 fwlq) = (gi,w), Ty, = (Bo,gn), 其 中 8 {glo € Br}, 
Yes E Q; 有 gs(gq2) 二 6; (gq;,0). 由 于 Mi 夺 M;, 易 见 2 一 Pi 一 
,从 而 EY 一 也? ?了 二 TT2. 令 

9: BA,glgs) = fr¥Ygs € B. 
?是 良 定义 的 , 汝 为 
Sw Be Yq EQ 有 (gw) = Hs (9,0) 
> YqgEQ 有 SG' {qrw) 二 人 (go) (由 人 一 四 (QQ xX 51)) 
= fu = f,. 

9 是 满 射 的 . 因为 Yf€ 4,w € zr 二 32 ,存在 gw 所 B, 使 得 
Hgw) = fo. 

?是 Tu 到 Tw 的 同 态 , 因 为 Yg。, g,€ BB 有 
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PS8ues8go) 一 VEm) 一 三 = 1 = Hgw) gg,), 
Hg) = An. E 
下 面 考虑 商 自 动机 . 
定义 2.8 M = (Q,5,T,6,X) 是 有 穷 自动 机 , q1,g; € @Q, 若 
VwE SD" 都 有 A* (qi1,t0) = 4° 《gayz)， 则 称 qi 和 们 2 是 等 价 的 ; 记 作 
21 ~ 922。 
不 难 验证 关系 一 在 @ 上 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ,是 上 的 
等 价 关 系 . 
定义 2.9 M= (qz 9,A) 是 有 穷 自动 机 , ~ 为 Q 上 的 等 价 
关系 , 令 肛 一 (Q/~,5, 厂 ,8,1), 使 得 
6: Q/~ x E>Q/~, (gj,a) = [6g,a)], 
4: Q/~ x ZIT, Xgl],a) = Acg,a), 
Vlg] € Q/~,Ya tt XE. 
称 几 是 M 的 商 自动 机 . 
为 了 验证 商 自动 机 于是 良 定义 的 ,我 们 需要 证 明 下 面 两 个 条 
件 : 对 任意 的 [g1],[gs] E Q/~, ' 
(1) [gj = [ec:] = SC([q],a) 一 (Lg a), Ya€ Zz; 
《2) [gj] = [gs] 一 XLq1],a) = Xf[gs],a), Ya€ 工 . 
这 就 是 说 ,5 和 4 是 关于 类 的 运算 :必须 与 类 的 代表 元 素 的 选择 无 关 . 
证 ”上 先 证 (2). 任 了 到 [gu],[e] € Q/~,Ya € Zz, 
[gg = [gj] = gq ~ gs = (gi,w) = A (qzasrww) ,Yrw € 3" 
之 A" (gi,a) = A (gs,0) 一 Alg1,4) 一 A(g, ,a) 
一 A(C[e]，,a) = aACLg2J ,a). 
再 证 (TI1)， 任 取 [si] ,[e;] 所 Q/~, Vat ， 
[gq] = [g:] => ga ~ gz 
> 之 A (gyarw) = A* (gzyarw), Yew EE 工 
> Aqgi,a)A" (S(q1,a) ,tw) 一 Alqzasa)A° (Blg2s0) ,tw) ,Yrw E 工 ， 
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由 (1) 的 证 明 可 知 g; 一 gs 一 4(qi,a) 一 4(qs,a). 根据 两 个 序列 相等 
的 性 质 可 推出 
A (Olq10) zu) = A (Bgoya) ww), VYw€E 5’. 
因此 有 6(qi,a) 一 5(qs,a), 而 
Sqi,4) ~ (qa) —> Ld (gi ,a)] = [6(g;,a)] 
一 6([q1],a) = 5([gs],a). a 

设 Mi ,Ms 是 有 穷 自 动机 ,它们 对 应 的 独 异 点 分 别 为 Tm 和 Tw. 
可 以 证 明 ,如 果 M; 是 Mi 的 商 自动 机 , 则 Tw, 同 构 于 Tw 的 商 独 异 
点 ， 

【 例 2.4】 设 人 MM= (Q,Z,T,5,4) 是 有 穷 自 动机 ,其 中 QQ 二 {g， 
qi" 60) 一 {0,1} 有 一 训 2.2 
10,1},S 和 4 的 定义 如 表 2.2 
所 示 . 可 以 验证 在 Q@ 上 的 等 
价 关系 i 是 : 

ga 一 23 人 一 926， 

do ~ dzs qd4 ~ gs. 

MM 的 商 自动 机 M = (Q/~， 
,TT,6,4)， 其 中 Q/~ = 
{{q1,93+96)}, {qo,92}, {gq4， 
qs}} = {Lgi],[Lgo], Leg:]}. 他 

6 和 4 的 定义 如 表 2. 3 所 示 . [qi] 

不 难看 出 , 商 自 动机 M [go] 
保持 了 M 的 性 质 . 若 以 we， 。 [e] 
[eo] 分 别 作 为 M 和 对 的 初 
始 状 态 , 则 对 任意 的 w E *" ,M 和 MM 都 会 得 到 同样 的 输出 . 这 样 的 
自动 机 称 为 等 价 的 自动 机 . 

定义 2.10 设 M = (W121 ,T1011) 和 M, = (2 Z2 ,Ts ,6,, 


0 
0 
1 
0 
1 
1 
1 
1 


OO = OI 
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0z》 是 有 穷 自 动机 , 如 果 满 足下 述 条 件 : 
(1) 一 Zz, = Zz, 了 一 了 一 了 工 ， 
(2) go EQ ,9oE QQ 分 别 为 Mi 和 AM; 的 初始 状态 ,月 YwE€" 
都 有 好 (goymw) = i (qo, w)， 
则 称 M, 和 M: 是 等 价 的 有 穷 自动 机 , 记 作 M' 一 M;. 

定理 2.11 设 MM 一 (Qi,,T,61,41) 是 有 穿 自 动机 ,AM = 
《Qi/~, 三 ,了 ,62, 加 ) 是 Ml 的 商 自动 机 , 则 M 一 M;. 

证 ”显然 Mi 和 Ms: 的 输入 .输出 字符 集 相 等 . 设 ge 是 M; 的 初始 
状态 ,qo E @ ; 令 [qoj € QQ 是 AM 的 初始 状态 ,我 们 只 须 证 明 Yw 
所 三 有 

A 《goyz07 一 A 《kaoj],z)， 
对 w 的 长 度 进行 归纳 . 令 ww 一 soapan 
当 |w|l==] 时 ,w 一 ao; 有 
Ar (qos4o0) = 人 (goyao) 一 (LSgoj,ao) 一 他 《[go],ao)， 
假设 |w| 一 大 时 等 式 成 立 , 即 有 
A (qoyaa2"as) 一 A (《[go]j,aaiaz as)， 
则 当 |w| = 十 1 时 有 
Ar 《goycoaiakt) = Algosao) A (Ogqor G0) CQ4D， 
a [qo] ,aoai…ak》 
=A(Lgoj ,ad (8sC[go] ,40), a1'**ar) 
=A(gorao) A [Oi (qos40)], a1**as) 
=A (ga) NM (F040), 41°"*Q2). 
由 归纳 法 ,yz 所 3, 有 (qorw) = A? (Lg9o],ww), | 
”能 否 对 有 穷 自动 机 进行 化 简 得 到 一 个 等 价 的 简化 自动 机 呢 ? 这 
是 可 以 做 到 的 . 

定义 2.11 设 M= (Q,5,T,6,4) 是 有 穷 自动 机 ，~ 是 定义 

2. 8 中 的 等 价 关系 ,车 ~ 是 恒 等 关 系 , 则 称 M 是 一 个 极 小 的 有 穷 自 
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动机 . 

可 以 证 明 对 和 任意 有 穷 自动 机 M 都 存在 一 个 等 价 的 极 小 有 穷 自 
动机 . 在 定义 了 有 穷 自动 机 的 同 构 以 后 ,在 同 构 的 意义 下 这 个 等 价 的 
极 小 有 穷 自动 机 是 唯一 的 ,就 是 它 的 商 自 动机 . 作为 独 异 点 的 重要 应 
用 , 我 们 引入 了 有 穷 自 动机 的 相关 概念 . 限于 篇 幅 , 这 里 不 再 讨论 化 


简 有 穷 自 动机 的 算法 . 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 有 关 自 动机 理论 的 书 
籍 ， 


习 题 二 


1. 在 民 . 中 定义 二 元 运算 ?， 
aPb =ai+bi+ab, Yab € RR. 
证 明 
(1) (R,2) 是 半 群 ， 
(2) 《RKR,o°) 是 独 异 点 . 


2, 设 V = 二 (S,* ) 是 半 群 , 若 存 在 4 E€ S 使 得 对 任意 的 zxES 有 amES 满 

足 
江 # 扩 一 了 关 左 一 并? 

证 明 V 是 独 异 点 . 

3. 5 一 {a,b,c} ,> 是 S 上 的 二 元 运算 且 

Iry=7, YTyES. 

(1) 证 明 {5 ,°c》 是 半 群 ; 

(2) 将 (S,0) 扩充 为 一 个 独 异 点 . 

4.V 二 (9,0) 是 半 群 ,a,6,c E€ S. 若 a 和 c 是 可 交换 的 ,5 和 < 也 是 可 交换 的 ， 
证 明 oob 与 c 也 是 可 交换 的 ， 

5. 设 V 一 ({a,b},*) 是 半 群 , 且 a*a 一 5. 证明 

{1l)axb—=—=éxas | 

{2) bxb = 5. 

6. 设立 一 (5,0) 是 半 群 , 任 取 a,b5 E Sa 天 5 则 有 co 天 pc. 证 明 

(1) YaES 有 aa 一 ai 

(2) Ya 二 ES 有 acpaa 一 as 

(3) Yasbrc 它 S 有 a 一 aoc， 
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7. 设 了 = 3, * ) 是 可 交换 半 群 ,车 a,& €E 5 是 V 中 的 里 等 元 ,证 明 a x 也 
是 V 中 的 者 等 元 . 

8. 设 了 一 45 ,0) 是 半 群 ,GE 5 是 一 个 左 零 元 ,证 明 Yz E S,zcb: 也 是 一 个 
左 零 元 . 

9. 证 明 每 个 有 限 半 群 都 存在 等 等 元 . 

10. V = (2Z,, 四) ,其 中 加 表示 模 4 乘 法 . 找 出 V 的 所 有 于 半 群 . 并 说 明 哪 
些 子 半 群 是 V 的 子 独 异 点 . 

11. VY 二 ‘4,*) 是 半 群 ,其 中 

一 {a,b,c,d},* 运算 由 表 2.4 给 

定 , 一 为 4 上 的 同 余 关系 , 且 司 余 
类 是 

[aj = [ec], [ 缮 一 [dz]. 
试 给 出 商 代数 V /~ 的 运算 表 . 

12. 六 二 (5S,o) 是 半 群 ,7 是 3 的 非 空子 桌 , 且 满足 TS 握 I 和 STET, 其 中 
IS = {faxrlaEITAxrES}, SI= {zalx ES AaE€ET}. 称 I 是 V 的 理想 .在 
S 上 定义 二 元 关系 民 ， 

xRyOT=yY (rEINyED. 

(1) 证 明 尺 是 V 上 的 同 余 的 关系 ， 

(C2) 描述 商人 代数 (S/R,5)， 

13. IR 触 发 器 有 两 个 状态 : 0 和 1. 当 输 入 “0” 时 ,不管 触发 器 原 有 状态 是 什 
么 ,触发 器 状 态 都 要 置 0, 并 将 触发 器 的 原状 态 输出 , 当 输 入 为 “1” 时 ,不 管 触 发 
器 揭 原 状态 而 将 触发 器 置 1, 并 将 触发 器 的 原状 态 输出 . 当 输入 为 “e" 时 ,触发 器 
状态 不 变 , 只 是 将 触发 器 状态 输出 . 试用 有 穷 自动 机 M = 《〈Q,ZE,T,3,A) 来 描述 
IR 触发 器 . 确定 Q@, 世 ,,6,4, 并 画 击 图 ， 

14. 设 有 穷 自 动机 时 一 (QQ, 三 ,T,6,4) 如 图 2.2 所 示 . 每 条 有 向 边 上 括号 内 
的 字符 是 输出 字符 . 试 确定 外,Z, 了 ,并 给 出 65,4 的 函数 表 . 
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15- 入 一 10,1 4)) 卫 一 久 0: 外 X 了 一 驴 定 义 如 下 : 
Yq EE Qa ELH9,a) =g 人 Ba, 人 为 模 5 加 . 
给 出 半自动 机 M 二 (Q,,68) 的 转移 函数 表 和 图 . 

16. 设 MM 二 (Q@,Z,T,6,4) 是 有 穷 自动 机 , 其 中 人 二 {gogl 9s}， 孔 一 
{0,1}, 厂 一 {0,1),$,4 如 表 2.5 所 示 . 试 确定 必 的 商 自动 机 MM 一 (Q/~,Z,TT， 
6,A). 

衷 2.5 


马上 关口 口吃 | 
OOoooolr 
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$3.1 群 的 定义 和 性 质 


群 是 一 类 很 重要 的 代数 系统 . 在 许多 领域 都 有 着 广泛 的 应 用 . 

定义 3.1 《〈C,。) 是 含有 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,如 果 满 足以 
下 条 件 : 

(1)。 运 算是 可 结合 的 ， 

(2) 存在 e € G 是 关于 。 运 算 的 单位 元 ， 

(3) 任何 zE GC,z 关于 "运算 的 道 元 xz E G， 
则 称 G 是 一 个 群 . 

【 例 3.13 

(1) (Z, 十 ) 是 一 个 群 , 称 为 整数 加 群 . 其 中 0 是 单位 元 ,Yz E 
Z, 一 Zz 是 zz 的 道 元 . 

(2》(2Z,， 全) 是 群 , 称 为 模 站 整数 加 群 ,其 中 Z. = {0,1,…， 
站 一 1) 电 > 一 (十 y)modaz，Yzryy ce Z,, 

(3) 设 z” 之 2, (as(R)， 十 ) 是 群 , 称 为 m 阶 实 矩 阵 加 群 . " 阶 全 零 
矩阵 是 单位 元 , 一 M 是 矩阵 M 的 加 法 道 元 ， 

(4)《P(B), 甸 ;是 群 ,其 中 PtB) 是 集合 B 的 舌 集 , 印 为 集合 的 
对 称 差 运 算 . 好 是 单位 元 ,¥Y B' € PC(B),B' 就 是 它 自己 的 道 元 . 

(5) 设 S 是 A44 中 所 有 双 射 函数 的 集合 , 则 S 关于 函数 的 合成 运 
算 构 成 一 个 群 . A 上 的 恒 等 函 数 1 是 单位 元 , 广 : 是 f 的 道 元 . 

【 例 3.2】 令 G= {e,a,6,c),* 运 算 表 3.1 
由 表 3. 1 给 出 . 容易 验证 ?运算 是 可 结合 
的 ,e 是 GG 中 的 单位 元 ,Yx € Gx 一 
z.C 关于。 运算 构成 一 个 群 , 称 为 Klein 
四 元 群 ， 


a 
5 
¢ 
© 
a 


2 
e 
a 
vb 
c 
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定理 3.1 设 (G,*) 是 具有 一 个 可 结合 二 元 运算 的 代数 系统 . 车 
存在 ee G, 使 得 Ya EG 有 ax 二 4a, 且 Ya EG, 存 在 a' € GG 满足 aca' 
一 e, 则 G 是 一 个 群 . 

证 ” 先 证 e 也 是 GG 中 的 左 单位 元 . 

Ya EG 有 a 二 4, 所 以 有 ee 二 =e， 由 题 设 存在 a' € G 使 得 aoa’ 
二 e. 将 asa' 代入 上 式 得 

eaa' ) 一 aaa . 
因为 w ECG, 存 在 ao" E G, 使 得 asa" = .上 式 两 边 右 乘 < 得 
Eom!' og" 一 Coal oa”, 
而 area 二 e, 因 此 有 ea 一 a.e 是 G 中 的 单位 元 . 
再 证 Ya € G,a' 也 是 a 的 左 逆 元 ,我 们 只 须 证 明 a” 二 a 即 可 . 
a" = ea = {am!')oa' 一 ala'u") = Goe = Qa. 中 

定理 3.1 可 以 做 为 群 的 等 价 定义 来 使 用 . 类 似 地 可 以 证 明 :对 于 
具有 一 个 可 结合 的 二 元 运算 的 代数 系统 , 若 存在 左 单位 元 e, 且 相对 
于 这 个 左 单位 元 每 个 元 素 都 有 左 逆 元 , 则 这 个 代数 系统 也 是 群 . 

下 面 介 绍 和 群 有 关 的 一 些 概 念 .， 

定义 3.2 (1) 车 群 G 中 外 含有 一 个 元 素 , 即 G 一 {e), 则 称 G 为 
平凡 群 ， 

C2) 若 群 G 中 运算 满足 交换 律 , 则 称 G 为 交换 群 或 Abel 群 . . 

例如 ({0), 十 ) 是 平凡 群 . 整数 加 群 4Z， 十 ， 和 模 =” 整数 加 群 
(Z, 四) 是 Abel 群 ,Klein 四 元 群 也 是 Abel 群 . 

定义 3.3 和 群 G 的 基数 称 为 群 G 的 阶 ,者 群 和 的 阶 是 正 整 数 ”， 
称 G 为 # 阶 群 , 记 作 1G| = ”否则 称 G 为 无 限 群 . 

整数 加 群 是 无 限 群 , 模 x 整数 加 人 群 是 阶 群 ,Klein 四 元 群 是 4 阶 
群 . 

定义 3.4 C 是 群 ,a EC， a 的 nn 次 畴 (nn E€ Z) 


51 


2» 好 一 0; 
a" -fe n> 0; 
(a™ 1)™, n= m,m >> 0. 

例如 Klein 四 元 群 {e,a,6b,c} he =e,a!l=a,a:=e,a != 
2z54 :二 a’ 二 e 等 等 . 

定义 3.5 G 是 群 ,a € GG, 使 得 a* = 二。 成立 的 最 小 正 整 数 称 为 
a 的 阶 , 记 作 |a|. 

[tm 3. 3】 

《1)》 整数 加 群 (2, 十 中 10| = 1, 其 它 元 素 的 阶 不 存在 . 模 6 整 
数 加 群 (2Z。, 昌 ) 中 , 10| = 1, 11| 一 15| = 6, 12| = |4| = 3， 
13| = 2. 

《2)》 Klein 四 元 群 fe,a,5,c) 中 e 是 1 阶 元 ,a,6b 和 cc 都 是 2 阶 元 . 

下 面 讨论 群 的 性 质 . 

定理 3.2 G 为 群 ,Ya,6 EG 有 

(1) (a 1)-! 一 以; 

(2) (ap 一己 1 !, 

(3) arcm = Gefm， mnEtZs 

C4) (a")”™ = a™, mnEeEZ;, 

(5) 若 避 为 Abel 群 , (epb)” = 二 a"b*，nE€Z. 

证 ”只 证 (1) 和 (3); 其 它 的 留 作 练习 . 

(1) Ya &€ G,a 是 a ! 的 道 元 ,由 道 元 的 唯一 性 得 (a™!)-! = a. 

(3) 当年 :和 N 时 ,根据 独 异 点 中 稀 运 算 的 规则 有 ara” = a*t”. 
下 面 对 n 或 m 小 于 0 的 情况 进行 验证 . 不 妨 设 x 二 0, mm 守 0, 则 
n= ni > 0. 


GIF 一 i Wd i 


个 mm 个 
a 1 > nl 
(a ln ” m <n 
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对 于 其 它 的 情况 也 可 以 类 似 地 得 到 验证 . 目 

定理 3.2 中 的 等 式 (e) 一 一 ic- 可 以 推广 到 天 个 元 素 的 情况 ， 
即 Yaiyaz…e EGG 有 

(aiaae2t = aldara 

不 难 使 用 数学 归纳 法 对 这 个 等 式 加 以 证 明 . 

定理 3.3 G 为 群 ,Ya,6 € GG, 方程 ax 一 5 和 wa = 二 8 在 G 中 有 
解 且 有 唯一 解 ， 

证 Ya,bEEG 有 a(CaT10) = 二 (4aaT1)Bb 一 568, 所 以 a 地 是 方程 <z 
二 5 的 一 个 解 . 

假设 < 是 方程 ax == 5 的 解 , 则 有 

c=ec= (a la)c =a (ac)=a wb. 

这 就 证 明了 a 4 是 方程 ax 一 总 的 唯一 解 . 

同 理 可 证 ba ! 是 方程 ya = 二 6 的 唯一 解 . a 

以 上 定理 给 出 了 群 的 性 质 , 反 过 来 ,我 们 也 可 以 利用 这 条 性 质 来 
定义 群 . 

定理 3.4 设 G 是 具有 一 个 可 结合 的 二 元 运算 的 代数 系统 ,如 
果 Ya,b 七 避 方程 ax 一 上 和 ya = 二 5 在 G 中 有 解 , 则 G 是 群 . 

证 ” 任 取 GG 中 一 个 元 素 5, 方 程 6zx =5 在 G 中 有 解 , 将 这 个 解 记 
作 e， 

Ya EG, 方 程 yb = 二 a 在 G 中 有 解 ,将 这 个 解 记 作 c, 即 c6 二 a. 那 
么 有 

ae 一 《cp)e =— clbe)} = cb = a, 


是 G 中 的 右 单位 元 . z 
Ya EG, 方 程 azx = 二 2 在 G 中 有 解 , 怡 为 a 相对 于 e 的 右 道 元 . 由 
定理 3.1,G 是 一 个 群 . a 


定理 3.5 和 群 中 运算 满足 消去 律 . 
证 Ya,b,c EG, 
ab 一 ac 一 aria5) ~—a l(ac) = b= 6e; 
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同 理 可 证 5 二 ca 过 b= 

这 条 性 质 也 可 以 用 来 定义 群 . 请 看 下 面 的 定理 . 

定理 3.6 设 G 是 具有 一 个 二 元 运算 的 不 食 零 元 的 有 限 代数 系 
统 , 且 该 运算 适合 结合 律 和 消去 律 , 则 C 是 一 个 群 . 

证 令 C 一 {aliyaz， au} Yasb EE G, 令 

ar = {aaili = 12, ,n}, 

则 aG 三 C, 且 cc 中 元 素 两 两 不 同 . 若 不 然 有 aa = aai, 由 消去 律 可 
得 az = 二 a1; 与 G 中 有 个 元 素 蔬 盾 . 因此 aG 中 含有 "个 元 率 . 由 aG 
二 G, 必 存在 a; € G, 使 得 aa; = 5, 方 程 ar 一 45 在 G 中 有 解 . 

同 理 可 证 方程 ye = 二 5 在 G 中 也 有 解 ,根据 定理 3. 4,C 是 群 . 

定理 3.7 设 G= {aias,… sa,} 为 群 , 则 GG 的 运算 表 的 每 行 每 
列 都 是 G 中 元 素 的 一 个 演 换 . 

证 对 任意 的 1 = 二 1,2,*,n ; 设 Hil 9 ig 9” ribin 是 运算 表 的 第 i 
行 ,假设 ar = az 根据 运算 表 的 定义 有 aa 一 aiaz. 由 于 群 中 运算 满 
足 消 去 律 ,因此 有 ai = a 与 GG 中 有 "个 元 素 牙 盾 . 这 就 证 明 C 中 任 
何 元 素 在 运算 表 的 一 行 中 至 多 出 现 一 次 . 

任 取 a; € G( 对 于 i 一 1,2,…,n) 方 程 aiz = aj 在 G 中 有 和 解 .车 
z 二 a0; 则 a; 出 现在 第 i 行 第 列 上 .因此 a 在 运算 表 的 每 一 行 中 至 
少 出 现 一 次 . 

综 上 所 述 ,和 运算 表 的 每 一 行 是 C 中 元 素 的 一 个 轻 换 , 同 理 可 证 运 
算 表 的 每 一 列 也 是 C 中 的 元 素 一 个 置换 . 和 

定理 3.8 GG 是 群 ,a € G 且 lal =, 则 

(1) a* 二 e 当 划 仅 当 rik,&k€ QZ 

(2) lal = la™’l, 

(3) 若 |G| = mm 则 rr 声 n. 

证 (1) 充分 性 . 已 知 rj%, 即 存在 整数 7 使 得 = ir. 所 以 有 

=ar = (4) =e=e. 
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必要 性 .根据 除法 有 = 二 坟 十 i, 其 中 i€ ZiE (101 一 1)， 
因为 a* = e, 所 以 有 


ee 一 对 一 af 一 (ar .a a, 
a 的 阶 是 rr, 且 7i 过 7, 因 此 := 0. 这 就 证 明了 +k. 
(2) 由 
(a = a (gq)-l=e 


可 知 se- 的 阶 存在 , 令 ja !| = 二 +, 出 zr, 而 a 也 是 (a~1)-!, 所 以 有 
rlzt. 这 就 证 明了 r+ 一 革 

(3) 假设 > > 7n, 则 e,a,a?,…,a”! 必 两 两 不 同 . 车 不 然 有 a' 一 
a1,0 寺 i<j 所 7 一 1. 由 消去 律 得 a 让 一 e, 与 |a| 一 > 了 矛盾 . 令 G' 一 
{esasa ya!)}, 则 |G' | 二 + 之 |G1, 与 G' 性 G 著 盾 . E 

以 上 给 出 了 群 的 五 条 重要 的 性 质 . 下 面 的 例子 说 明了 这 些 性 质 
的 应 用 . 

〖 例 3. 4〗 证 明 单 位 元 e 是 群 G 中 唯一 的 乔 等 元 . 

证 ” 易 见 是 G 中 的 圭 等 元 . 假设 z 也 是 G 中 的 香 等 元 , 则 有 2 
二 x, 由 消去 律 可 得 x = e. 有 

【《 例 3. 5 G 是 群 , 若 Yrz€EG 剖 有 之? = e, 证 明 G 是 Abel 群 . 

证 Yz,yEeG 有 

Zy = (Ty) = yy lr! = yr, 

所 以 G 是 Abel 群 四 

【 例 3.6] 6G 为 群 ,a,b EG 是 可 交换 的 元 案 , 且 fa| = ,15| = 
m. 若 rsm) = 1, 则 |ab| = nm. 

证 设 |lab|=d， 

(ap 一 Qip 一 《an (mr = 2, 
所 以 dinm. 又 由 (ab)* 一 e 得 asia 一 e 即 有 az 二 574. 由 定理 3.8 得 
ia 1 二 | 如 |. 由 于 
(a)" = (a)* 一 e， 
因此 有 ja*| 1a. 同 理 有 ?| |mx. 从 而 推出 
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|a | | (zz). 
已 知 Ca mm) 一 1, 所 以 |a2| 一 1. 这 说 明 aa 一 e, 同 时 如 一 e. 根 据 定理 
3.8 有 nlad 和 miad, 因 此 [x,mrj 人 Dld, 即 nmlad, 从 而 证 明了 
lab| = d = nm. E 
【 例 3.7】 设 a,6 是 群 G 中 可 交换 的 元 素 ,|a| 一 ”12| 一 关 ,证 
明 G 中 存在 元 素 c 使 得 |c| = [az 
证 ”车 nlmx 或 m|n, 则 c 就 是 5 或 4. 我 们 考虑 mlm, mhn 的 情 
况 ,将 n,m 作 质 因数 分 解 如 下 : 
n= pr ps Pr piti ~ pL, 
m= pr pr pe pi pr. 
其 中 Pi,… ,pi 为 质数 ,4 ,-… ,5&51，… ss51 为 非 负 整数 . 适当 排列 质 因 
子 的 顺序 使 得 守 51) 引 写 509 在 这 5 和 S19 和 之 5 易 
见 9 
(n,m) = pr pi pt py, 
[nm] = pr pi ptt pi. 
令 工 一 at 同一 二 站, 则 1zl = 外 外 ,ly| 二 pp2. 因 
为 p1，… ,pt 是 各 不 相同 的 质数 ,所 以 (xz|,1y|) 一 1. 由 情 3.6,zy 的 
阶 是 |zl* |y| = 芍 和 … 扩 站 和 和 = [nm]. . 


$3.2 子 群 


定义 3.6 GG 是 群 ,如 是 G 的 非 空子 集 , 若 吾 关于 G 中 的 运算 构 
成 一 个 群 , 则 称 态 是 G 的 子 群 , 记 作 瑟 志 GG. 如 果子 群 玉 是 G 的 真 
子 集 , 则 称 瑟 是 G 的 真子 群 , 记 作 互生 C， 

【 例 3.8〗 0Q) (ZZ, 十 ) 是 (@, 十 ),《R, 十 ) 的 子 群 ,(Q, 十 》 是 
(RR, 十 ) 的 子 群 . ({0}, 十 ) 和 (CR, 十 ) 都 是 (R, 十 的 子 群 . 


@ [n,m] 表示 zz 和 普 的 最 小 公 倍 数 . 
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(2) C 一 42 ,十 ) 是 整数 加 群 , 则 对 任意 的 n EN,nZ = {nk|kE€ 
ZzZ} 都 是 G 的 子 群 , 且 任 何 G 的 子 群 都 具有 2 的 形式 ,下面 给 出 证 
明 . 

任 取 nkinks EE n2Z,， 有 nk 十 ng; 一 mp 十 RD) EnZ. 0 二 n*.0 
E 22Z 是 n2Z 中 的 单位 元 . Ynk EnZ, 一 nk 二 n( 一 k) EnZ 是 nk 的 
逆 元 . 因此 n2Z 关于 G 中 的 加 法 构成 群 ,是 G 的 子 群 . 

设 互 是 CG 的 任 一 子 群 . 若 互 = {0}, 则 五 = 0Z,0 E€ Ni 否则 存 
在 a EE 五 ,a 关 0. 取 巨 中 最 小 的 正 整数 , 记 作 7, 则 nZ SG 互 . 任 取石 
中 的 元 素 5, 根 据 除 法 有 5 = 二! 十 7r, 其 中 i 必 r€E2Z 且 0 之 r 过 nn. 由 于 
五 雪 如 ,所 以 7 一 6 一 rn 二 6 十 (一 RL) E 顾 . 从 而 有 ?+= 二 0, 否则 与 
?是 五 中 的 最 小 正 整数 矛盾 .于 是 一 2 € nZ, 这 就 推出 矿 己 nZ. 
综合 上 述 , 互 = nZ. 

G 是 群 , 互 委 C, 如 果 妃 = {e}) 或 太一 G, 则 称 态 是 G 的 平凡 子 
群 . 考虑 4Z , 十 ) 的 子 群 aZ, 当 n = 0 时 ,{0}) 是 (Z, 十 ) 的 平凡 子 群 ， 
也 是 真子 群 . 当 n = 二 1 时 ,nZ =Z 是 2, 十) 的 另 一 个 平 几 子 群 . 除 此 
之 外 ,nZ 都 是 (2Z，, 十 的 非 平凡 的 真子 群 . 

如 果 把 群 看 作 代 数 系统 (G,°,-!,e) ,其 中 是 G 中 关于 。 运 算 的 
单位 元 ,是 该 代数 系统 的 零 元 运算 .Yz EG,x-! 蚌 工 的 道 元 , 求 遂 运 
算 -: 是 G 中 的 一 元 送 算 . 可 以 证 明 G 的 子 群 就 是 代数 系统 (G ,ce,-!， 
e) 的 子 代数 . | 

设 五 所 G, 我 们 只 和 需 验 证 :五 中 的 单位 元 e' 就 是 G 中 的 单位 元 
”e, 且 YzE 五 ,z 在 五 中 的 道 元 就 是 z+ 在 G 中 的 逆 元 x 人寿 取 z 
蕊 旷 , 有 xe' 二 二 zee, 由 G 中 的 消去 律 得 e' = e. 再 由 zex' = 二 e' = 
e 一 xox -1 得 到 x’ 二 zx. 

群 如 的 子 群 是 C 的 子 代数 . 而 对 于 独 异 点 了 一 4 人 3 ，.,e), 尽 管 $ 
的 子 集 吾 可 以 关于 了 中 的 ， 运 算 构 成 一 个 独 异 点 4B,.,e')》 ,但 不 一 
定 是 中 的 子 独 异 点 ,因为 可 能 e 关 e. 

下 面 给 出 子 群 的 判定 定理 . 
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定理 3.9 C 是 群 , 妃 是 C 的 非 空子 集 , 则 互 是 G 的 子 群 当 且 仅 
当 

(1) Ya,b EA 有 abENH, 

(2) Ya EA 有 a 'EH. 

证 ”必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 充分 性 . 我 们 只 需 证 明 e € 五 
即 可 .如 非 空 , 存 在 a € 五 .由 (2》 有 aeE 五 .再 由 a EH 和 a-!E€ 
五 ,根据 (1) 有 aa := 二。e€ HH. 上 

定理 3. 10 GG 是 群 ,五 是 G 的 非 空 子 集 , 则 五 是 G 的 子 群 当 且 
仅 当 Ya,b 七 有 ab-!€H. 

证 必要 性 是 显然 的 ,只 证 充分 性 . 由 五 非 空 必 存 在 6 € 五. 根 
据 已 知 条 件 则 有 656" 名 如 , 即 e E€E 玉 , 任 取 a EE H, 由 EHHaE 
再, 则 有 ea ! = a-! EE 五 , 任 取 a,b E€ 五 ,根据 上 面 的 证 明 有 5-! 所 
五 . 再 使 用 已 知 条 件 有 al6b” 1) E 瑟 , 即 aEG, 所 以 五 是 G 子 群 , 

目 

定理 3. 11 CG 是 群 , 瑟 是 G 的 有 穷 非 空子 集 , 则 问 是 @G 的 子 群 
当 且 仅 当 Ya E 互 有 abcE 五 

证 ”必要 性 是 显然 的 . 为 证 明 充分 性 ,根据 定理 3. 9 只 需 证 明 
YaE 万 有 ae- E 和 五 即 可 . 

Ya EE, 若 a = 二 e, 则 a ! 二 a. 设 a 关 e, 令 


S = (ga, ats), 
则 S 己 右 .由 于 五 是 有 穷 集 , 必 存 在 a 二 aiGi 过 门 .由 消去 律 得 ai' 
二 e. 因为 a 关 e, 所 以 7 一 i 关 1， eA 故 e 一 ca 和 一 lasa ! 
= a!€eH. | 


以 上 三 个 判定 定理 分 别称 作 子 群 判定 定理 一 、 二 和 三 . 请 看 下 面 
的 例子 . 
〖【 例 3.93 G 是 群 ,a € G, 令 
a) = {at|lk EE 2), 
则 (a 是 6 的 子 群 ,叫做 由 a 生成 的 子 群 : 
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证 a€ 《a), 所 以 la) 是 G 的 非 空子 集 . 任 取 ai,ai€ (a),i,jE€ 

Z, 有 
ou) = a rit (a). 

由 判定 定理 二 有 (ay 委 G. a 

例如 C = Ze, 由) , 则 (1》 一 (5) = 2Z6,(2) 一 (4) 一 {0,2,4}， 
(3) = {0,3}, (0) = 10). 

人 例 3.10】 G 是 群 , 今 

C= {ala€E GHYrE Glar = ra)}, 

则 C 是 G 的 子 群 , 称 作 GG 的 中 心 . 

证 Yrx EG(ler 一 ze), 即 e EC,C 非 空 , 任 取 a,b5 EC,YyzE 


GG 有 
(ab ll)x =ab lr =ab lr l= a(lr 6b) ! = a(br-1)-! 
一 QZ5-1)》 = (ar)b ! = (radb-! 二 A 
所 以 ap : € C. 由 判定 定理 二 有 C 委 G. 和 


易 见 当 G 是 Abel 群 时 有 C = G, 如 果 群 G 的 中 心 为 {fe), 则 称 G 
是 无 中 心 的 . 
【 例 3.11】 G 是 群 ,如 是 C 的 子 群 ,x € G, 令 
rHz ! = {rhr i!|h € HB}, 
则 z 五 z 一 是 G 的 子 群 , 称 为 互 的 共 斩 子 群 . 
证 ee 一 zez-lE xHr 1!,xHz-! 非 空 , 任 取 zzz-l Ther te 
Zr 有 
Crhiz rhor tl) 一 rhr lrhriz! 一 rhhilr! € rHe-. 
由 判定 定理 二 有 zEz- < 委 G. 和 
【 例 3.12】 G 是 群 ,万 和 下 是 G 的 子 群 , 则 
(1) 五 站 天 < 委 C， 
(2) HU 入 二 G 当 且 仅 当 百 二 天 或 扩 毛 如 
证 (lyeEHNK,HNK 非 空 , 任 取 a,b€ HNK, 则 a € 
,aE K,bEH,bE K. 又 由 于 巨 和 KK 是 G 的 子 群 , 所 以 6-!€ 有 H， 
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5-1 € 天 .这 就 得 到 abrE 瑟 和 ab-E 天, 即 aeri6E 瑟 门 玉 ,由 判 
定 定理 二 有 HNKS<G. 

(2) 充分 性 是 显然 的 ,只 证 必要 性 . 假设 吾 生 KK 上 且 玉生 五 , 则 存 
在 hEHH 且 4h 筷 玉 ,同时 存在 &EKK 且 各 旦 .如 果 h&g € H, 则 角 
二 h-!1. hk 玉 , 与 假设 芽 盾 ,所 以 hk 蕊 及 . 同 理 可 证 hk 下 .因此 
hk&HUK, 而 h,kEHUK, 与 HUKCG 巴 盾 . a 

〖 例 3.13】 G 是 群 ,B 是 G 的 非 空子 集 , 令 

Ss= {HIH<GHBCH), 
则 S 非 空 , 设 K 二 门 $, 则 天 是 G 的 子 群 , 称 为 由 B 生 成 的 子 群 , 记 作 
(B). 

证 e Ek,K 非 空 , 任 取 zx,y € 天 , 则 x 和 yy 属于 GG 的 每 一 个 
包含 B 的 子 群 吾 , 因 此 xy ! € 二 .根据 五 的 任意 性 ,有 zy '€ 大. 
由 判定 定理 二 得 K 委 C. a 

由 +B) 的 定义 可 知 , 4B》 中 的 元 素 是 B 中 元 素 或 它们 的 逆 元 构 
成 的 有 限 序列 . 即 

(B) = {adaar|n €E Z+ i=1,2,,n,a € Be =+1}. 

例如 G == (2, 十) 是 整数 加 群 ,Bl = {2,3} ,Bs 二 {2}, 则 (8B,) 一 
C,(B:) = 22. 

定义 3.7 G 是 群 ,S 是 G 的 所 有 子 群 的 集合 ,在 S 上 定义 二 元 关 
系 R'YHi,Hi ES 有 G 

HRH; © Hi < H;. 
不 难 证 明 RR 是 S 上 的 偏 序 关系 并 且 S 关 “《“' 吨 ee 
于 构成 一 个 格 , 称 为 G 的 子 群 格 ( 见 第 
五 章 格 的 定义 ). 
【 例 3. 14] G = te,a,5c} 是 Klein te} 
四 元 群 ,G 的 子 群 是 : {e}，{e,a), {e,6)， Re 
{esc} 和 G,G 的 子 群 格 的 哈 斯 图 如 图 3. 1 所 示 . 


【 例 3. 15〗 G = ‘Zi; 甸 ) 为 模 12 整数 加 群 ,G 有 六 个 子 群 : 
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五 ;一 (10} 一 (0)， C 


H, = {0,6} = (6), 《2》 
五 ; = {0,4,8} 一 《4)， ay 
H, = {0,3,6,9} = (3),， 《4》 
Hs = {0,2,4,6,8,10} 一 (2)， 《6》 
《0》 
G 的 子 群 格 如 图 3. 2 所 示 ， 
§3.3 循环 群 


循环 群 是 一 类 重要 的 群 . 
定义 3.8 G 是 群 ,车 存在 a ECG 使 得 
G= {a'lk € 2Z}, 

则 称 G 为 循环 群 , 记 作 ‘a), 称 a 是 G 的 生成 元 . 

在 循环 群 ta) 中 ,车 |a| = 二, 则 《a) = {e,aya?,-…,a*!}, 串 做 坟 
阶 循环 群 . 车 lal 不 存在 , 则 《a》 = {e,a,a ',a?,a,"…} 也 是 无 限 
的 , 称 为 无 限 阶 循环 群 .例如 整数 加 群 4Z, 十 是 无 限 阶 循环 群 ,1 是 
它 的 一 个 生成 元 . 而 模 n 整数 加 群 (Z,, 外 ; 是 = 阶 循环 群 ,1 也 是 它 的 
一 个 生成 元 . 

下 面 考虑 循环 群 的 生成 元 . 先 给 出 欧 拉 函 数 $(x) 的 定义 . 设 ” 是 
正 整 数 , 欧 拉 画 数 #*) 是 小 于 等 于 nn 且 与 互 质 的 正 整数 个 数 . 

例如 二 12, 小 于 等 于 12 且 与 12 互 质 的 正 整数 是 1,5,7 和 11， 
因此 $0(12) 一 4. 

定理 3.12 G = 《ay 是 循环 群 . 

(1) 车 G 是 无 跟 阶 循环 群 , 则 C 的 生成 元 是 a 和 a-l. 

(2) 车 G 是 nn 阶 循环 群 , 则 G 有 #$(n) 个 生成 元 . 当 n = 二 1 时 ,G = 
《e) 的 生成 元 是 e, 当 ”> 在 时 ,对 于 每 一 个 小 于 等 于 = 的 正 整 数 +,a” 
是 GG 的 生成 元 当 且 仅 当 (asr) 一 1. 

证 (1)G= (a) 是 无 限 阶 循环 群 ,a 是 的 一 个 生成 元 . 任 取 < 
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E lay,a' 二 (a 1) , 即 汪 可 以 表 成 < 的 整数 次 宪 , 所 以 a 也 是 CG 
的 一 个 生成 元 . 设 bE€ l(a) 是 G 的 生成 元 ,不 妨 设 6 二 a. 由 于 6 是 (a) 
的 生成 元 ,a 也 可 以 用 5 的 帘 表 出 , 即 存在 整数 1, 使 得 a = & 二 《a1》 
二 ex, 由 消去 律 得 a*"! = e. 注意 到 a 是 无 限 阶 元 , 则 有 六 一 1=0. 
而 jz 都 是 整数 ,从 而 有 j= 二 t 一 1 或 j= 二 t= 二 一 1. 这 就 证 明了 GG 中 
只 有 a 或 a ! 是 生成 元 . 

(2) n 二 1 时 结论 显然 为 真 ,不 妨 设 xn 之 2. 先 证 充分 性 . 若 (r,n) 
二 1, 则 存在 整数 ,wv 使 得 

rz 十 za 一 1， 

于 是 有 
a = a 一 aram = a) 一 (0 
因此 任何 a' E€ (a), 都 有 a: = (a )"*, 妈 ai 可 以 用 wa 的 整数 次 等 表示 ， 
a 是 G 的 生成 元 . 

再 证 必要 性 . 着 a 是 G 的 生成 元 , 设 (r,n) = d, 即 存在 非 零 整 数 
t 使 得 + = dz. 由 于 

a) = Cat)d 一 由 一 (as 一 人 一 人 


所 以 由 定理 3.8 可 知 x" 的 阶 是 云 的 因子 .而 a 是 = 阶 循环 群 的 生成 


元 , 故 ar 的 阶 是 =, 这 就 推出 = 是 过 的 因子 .从 而 必 有 4 一 1, 即 了 与 
nn 互 质 . 目 
“例如 G = 二 (a) 是 12 阶 循环 群 ,$8(12) 一 4, 与 12 互 质 的 数 有 1,5， 
7 和 11. 由 定理 3.12, aas,az 和 an 都 是 G 的 生成 元 . 
下 面 讨论 循环 群 的 子 群 . 
定理 3.13 G = (a}) 是 循环 群 ,那么 
(1) G 的 子 群 也 是 循环 群 . 
(2) 若 G 是 无 限 阶 的 , 则 G 的 子 群 除 {e} 以 外 仍 是 无 限 阶 的 . 
(3) 车 G 是 n 阶 的 , 则 G 的 子 群 的 阶 是 的 因子 ,对 于 的 每 个 
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止 因子 4, 在 G 中 有 且 仅 有 一 个 4 阶 子 群 . 

证 (1) 设 五 是 G = (a) 的 子 群 .如 果 瑟 = {e}), 则 五 是 循环 
群 , 否 则 取 右 中 最 小 正方 短 元 a”. 对 于 五 中 的 任 一 元 素 心 ,根据 除法 
有 i 二 Im 十 r,ir EZ, 且 0 过 rr 二 mm, 因此 

a =a(a")"'€EH. 
这 就 推出 > 一 0, 否则 与 是 五 中 最 小 正方 赛 元 矛盾 .ce 一 (ar), 即 
2 可 由 a” 的 短 表 出 ,a” 是 五 的 生成 元 ,因此 HH = 《a™). 

《2) G 是 无 限 阶 循 环 群 ,五 是 G 的 子 群 .车 石头 {e}, 由 于 已 是 
循环 群 , 必 有 五 一 (a”),e" 关 e. 假 若 | 瓦 | = 一世 则 (er) 一 e, 即 ar 一 
2, 与 a 是 无 限 阶 元 矛盾 . 

(3) C = {eya,a,…,a"™1} 是 nn 阶 循环 群 . 旷 是 G 的 子 群 ,不 妨 
设 吾 关 {e}. 根 据 (1) 有 五 二 la"), 设 |a"| = 二 d, 则 有 

(ar 入 一 (am = e”* 一 6， 
由 定理 3. 8 知 dl|n. 

设 d 是 n 的 正 因子 , 易 见 及 二 ta?) 是 G 的 a 阶 子 群 . 假 车厂, 一 
4a") 也 是 G 的 d 阶 子 群 ,其 中 a* 是 五 ;中 的 最 小 正方 短 元 . 由 于 a” 的 
阶 是 4， 


a™ = (a”)* 一 ec， 


根据 定理 3. 8 得 wimq, 即 部 


m. 令 w= 二 字 "t，t€ 2, 则 有 


ci = ad4 一 rk 所 五 . 
由 于 是 瓦 :的 生成 元 ,所 以 娓 ;三 五 .又 有 | 五 ,| = | 五 | 一 4d, 因 而 
五 ; 一 瑟 . 目 
例如 G = 二 ‘a} 是 无 限 循 环 群 , 任 取 ai,a’ E G, 若 i 闫 十 j, 则 (a'》 
和 《a’) 是 G 的 不 等 的 子 群 . 若 不 然 必 有 a' = 二 a*,t € Z, 即 a 是 有 限 阶 
元 ,与 G = 二 (a) 是 无 限 阶 循环 群 牙 盾 . 所 以 G 有 无 限 多 个 子 群 , 即 
《ey ,《a) ,ba?),-…. 若 G 是 12 阶 循环 群 (2Z1z, 人 全),12 有 六 个 正 因 子 1， 
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2,3,4,6,12. 根据 定理 3.13,;G 有 六 个 子 群 ,分 别 由 1,2,3,4,6 和 0 来 
生成 ,正如 图 3.2 的 子 群 格 所 示 . 
〖【 例 3.16〗 G = (a) 是 n 阶 循环 群 ,r 是 正 整 数 .证 明 若 a’ 的 阶 


是 d, 则 4 = 


es 六 
证 ” 设 (n,r) = tt, 由 于 tlr, 故 有 
《ar) 一 (Ca) —er=e. 
至. 又 由 于 er 的 阶 是 4, 则 
(ar)< 一 e. 
从 而 有 rd. 这 就 推出 于 | 二 .dz. 因为 :一 (nsr), 即 | 于 , 雪 | 一 1 所 
以 有 地 d 
综合 两 方面 的 结果 有 4 二 三 一 [天 二 ' 


ff 例 3.17】 G = (a) 是 nn 阶 答 环 群 ,r,s 是 正 整数 ,证 明 (c) 一 
a’) 当 且 仅 当 ka,r) 二 (n,s). 

证 ”根据 定理 3.13, 对 于 n 的 每 个 正 因子 d,G 中 有 且 仅 有 一 个 
9 阶 子 群 ,所 以 


a’) 一 《ar) OO |(a | = 1a’}|., 
而 有 限 循环 群 的 阶 与 它 的 生成 元 的 阶 相等 , 故 有 
1Keary| = | S|a'| = tai'l. 


再 根据 例 3. 16 知 |a| 一 本，12 “| 65 ,所 以 


1er1 一 1a'l 人 SO po 人 二 学 ns) 一 《zy5)， | 


$3.4 ”变换 群 和 置换 群 


先 定 义 变换 和 变换 的 乘法 . 
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定义 3.9 设 4 是 非 空 集合 ,j:, 4 -> 4 称 为 4 上 的 一 个 变换 . 
若 了 是 双 射 的 , 则 称 了 为 4 上 的 一 个 一 一 变换 . 

例如 ff: 2 一 2Z,f(z) 二 x 和 g:Z 一 Z, glz) 二 一 x 都 是 Z 上 
的 一 一 变换 . 

定义 3.10 设 f,g 是 A 上 的 两 个 变换 ,fF 和 g 的 合成 @@ 称 为 
与 g 的 乘积 , 简 记 作 fg. 

不 难 证 明 fg 也 是 4 上 的 变换 . 如 果 了 上 和 8& 都 是 4 上 的 一 一 变 
换 , 则 fg 也 是 A 上 的 一 一 变换 . 

定理 3.14 设 E(A) 是 4 上 的 全 体 一 一 变换 构成 的 集合 , 则 
五 (4) 关于 变换 的 乘法 构成 一 个 群 . 

证 任 取 .AgE 匹 (4), 则 ge 匹 (4). 变 换 的 乘法 就 是 函数 的 
合成 ,满足 结合 律 . 4 上 的 恒 等 变 换 fa 是 一 一 变换 , 且 是 关于 变换 习 
法 的 单位 元 .YE 五 (4) ,三 :也 是 一 一 变换 , 且 是 了 关于 变换 乘法 
的 递 元 . ECA4) 关于 变换 乘法 构成 群 . 有 

我 们 称 EC(A) 为 4 的 一 一 变换 群 ,ECA) 的 子 群 称 为 4 的 变换 
群 . ~ 

〖 例 3. 18〗 设 和 是 群 ,a € G. 定义 fo: G 一 GHz) 一 ax， 
VzrEec, 则 天 是 C 上 的 变换 , 且 是 一 一 变换 . 因为 若 f(x) = 
和 3)zy EGG, 则 有 az 一 ay 由 消去 律 可 得 z 王 yy, 所 以 f, 是 单 射 
的 . 此 外 对 任意 的 yEG, 有 a !'!y EG, 且 f(aT!y) = aa-!iy 一 y, 这 
说 明 f 又 是 满 射 的 . 令 

H= {fla€G} 
是 所 有 这 种 变换 的 集合 , 则 互 关于 变换 的 乘法 构成 G 上 的 变换 群 . 
因为 Yf,fs EB,YrEG 有 

fafelr) = ffslx)) = flbx) = albr) = abr = fuslx), 

即 ffs 二 fw € 五. 结合 律 显 然 成 立 . 拓 是 恒 等 变 换 , 即 VYz € 6G,， 


中 关于 合成 的 定义 见 & 离 散 数 学 二 分 册 ;集合 论 与 图 论 》 
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f.(z) 二 ex 二 工 , 它 是 五 中 的 单位 元 .而 Yf。€ 了 全,f。-! 是 fo 关于 变 
护 乘 法 的 道 元 ,因为 YzEG 有 

fof zx) = flf (rT)) 一 ae 一 并 
所 以 六 六 -= 乒 , 同 理 可 证 ffs 二 ff 

易 见 HECG). 

当 4 是 有 穷 集 时 ,4 上 的 一 一 变换 称 为 4 上 的 置换 . 当 14| 二 
时 称 4 上 的 置换 为 n 元 置换 . 为 了 叙述 上 的 方便 , 常 将 4 记 作 {1,2， 
…,n}) ,这 样 就 可 以 将 4 上 的 元 置换 0o 记 作 

加 1 2 oe Pl 
oll) a(2) aa) 全 
易 见 vc(1) ,0(2),…,oln) 恰 为 1,2,…,n 的 一 个 排列 . 在 A 上 的 所 有 
置换 和 4 的 所 有 排列 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ,n 元 集 有 n! 个 排列 ,所 以 
有 n! 个 4 元 置换 . 所 有 这 些 置 换 的 集合 记 作 5，. 根据 定理 3.14,5。 关 
. 于 置换 的 乘法 构成 一 个 群 , 称 为 元 对 称 群 ,S， 的 子 群 称 为 n 元 置换 


妓 ， 


【 例 3.193 心 3 一 {o ,oas). 其 中 
2 | [ 2 3 
-Ol 二 » GO» 一 
1 2 3 1 3 
2 ?| 1 2 
Ia 二 + 45 一 
2 3 1 3 1 
S: 的 运算 表 如 表 3. 2 所 示 ， 
下 面 介 绍 元 置换 的 轮换 表示 
与 对 换 表 示 ， 


定义 3.11 设 o€ 5S,; 若 o 将 
{1， 2。… ,7} 中 的 个 元 素 记 ,i2，…， 
is 进行 如 下 变换 : 


oi1) 一 12， flitz) 一 tas 9 


ICzt 1) 一 ti, 0(1#) 一 z1， 
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并 卫 保 持 其 它 的 元 素 不 变 , 则 可 将 o 记 为 Gi2…i) , 称 为 一 个 阶 轮 
换 . 当 大 一 1 时 c= Ga),anaEe (1,2,…,n} 是 恒 等 置换 , 当 二 2 时 
g 二 (iis) 称 为 一 个 对 换 . 
例如 (12), (13), (123) 都 是 {1,2,3} 上 的 轮换 ,其 中 (12),(13) 
是 2 阶 轮换 ,也 叫 对 换 ,(123) 是 3 阶 轮换 . 
定义 3.12 设 5 = (iz) 和 = 一 (六 着 关 ) 是 两 个 轮换 . 若 
{riz 一 则 称 o 和 < 是 不 柏 交 的 . 
例如 czE Ss,o 二 (134),T 二 (25) 是 不 相交 的 . 
定理 3.15 设 o,r € 5,, 车 o 与 rt 是 不 相交 的 , 则 or 二 zo. 
证 令 o 一 (iii rr 一 (六 jp 将 如 一 11，2, 2) 划分 
成 下 面 的 三 个 子 集 : 
4 一 {i siz9""" yi} 
A 一 {1 .72 大》 9 
4: 一 4 一 (4 U A,). 
由 于 = 和 r 是 不 相交 的 ,4 门 4: = 3. 
任 取 : < 4, 若 !E A;, 则 oa 和 7 都 不 能 使 /改变 ,or() 一 一 
roti), : 
若 LE A1l, 当 1 闫 入 时 ,有 l 二 in, mE {1,2,.…,k 一 1). 
or(l) 一 or(in) = oT(i)) 一 az) 一 2 
To) = Tron) 一 TCD)) 一 (ini)》 一 加 +1， 
当 z 一 关 时 有 
or) = ortéi) 一 GCT ) 一 ga) = i1, 
rt) = tolii) = T9081)) = rt) = i. 
从 而 对 任意 上 E Al;, 有 or) = ro(). 
同 理 可 证 当 ! GE 4: 时 也 有 ar) 一 reo). n 
定理 3.16 任何 元 置换 都 可 以 表 成 不 相交 的 轮换 之 积 ,并 且 
表 法 是 唯一 的 . 这 里 的 唯一 性 是 指 : 若 o 表 成 一 系列 不 相交 的 轮换 之 
积 有 两 种 表 法 
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5 一 God No = Trt, 
则 有 
{019029°° ,01) = {TT TL), 
证 设 4= {1,2,…,n},o 是 4 上 的 x 元 置换 .在 o 的 作用 下 
4 中 有 > 个 元 素 发 生 了 变化 . 施 妇 纳 于 
r 一 0, 则 = 是 恒 等 置 换 14, 结 论 显 然 成 立 . 
假设 r+ 二 时 结论 成 立 ,考虑 7 = 二 的 情况 , 即 oc 使 A 中 的 上 个 
元 素 发 生 改 变 . 取 i E 4 且 cgi 关 访 , 令 oi1) 一 5 然后 取 ? 一 
oa(iz) si 二 olia),-…, 从 而 得 到 下 面 的 序列 
vis = oi), ia = oi2) ,ee. 
由 于 |A| = ” 必 存 在 最 小 的 正 整数 mr 使 得 鹿 ,is，… ,i 两 两 不 等 且 
mt E {i sis yt 车 int1 = tj 天 1 , 则 :有 oli;_1) == 2j = 0o(in) 且 
说 -1 天 im. 这 与 o 的 单 射 性 矛盾 , 所 以 必 有 i 一 站 令 呈 一 
Cierim) ,Tl 是 由 o 中 分 解 出 来 的 第 一 个 轮换 ,o 二 mg . 由 = 的 单 射 
性 知 o 与 是 不 相交 的 ,o 仅 变动 4 中 剩 下 的 & 一 严 个 元 素 . 由 归 
纳 假 设 m 也 可 以 表 成 一 系列 不 交 的 轮换 之 积 , 即 
Of = rzra…zry 
其 中 mrs，…ma 两 两 不 交 , 从 而 得 到 o 的 不 相交 轮换 表示 o 一 
TIT2Tg*** TL 
下 面 证 明 表 法 的 唯一 性 . 设 
o 一 cid 和 0 = TTT 
都 是 o 的 不 相交 轮换 表示 . 令 蕊 一 {qiygs ,00) 7 一 {riyrzy… zi， 
我 们 只 需 证 明 忒 一 工 . 
任 取 o; E€ ,不 妨 设 oj 一 《iizrimn) ym 之 1. 由 于 rz 也 是 o 
的 不 相交 轮换 表示 ,oil) 关 记 ;所 以 必 存 在 某 个 rE 了 使 得 记 在 zt 中 
出 现 . 对 于 二 1,2,… sm 一 1, 车 吉 在 5 中 出 现 , 则 iin 二 oli) 也 在 
rt 中 出 现 , 否 则 与 是 轮换 且 与 y'sT1 Tt1 9" 不 相交 矛盾 .这 
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就 证 明了 z 和 in 必 人 恢 次 出 现 于 = 中 . 另 一 方面 , 若 zt 中 除了 ， 
za ,ix 以 外 还 含有 其 它 元 素 x&, 则 xz 只 能 在 z 之 后 出 现 , 即 ro) 一 
&， 从 而 得 到 ciw) 一 Ci) 一 和 oa(i,) 一 aiGin) 一 站, 与 是 映射 巴 
盾 . 因此 = 0;, 即 o; € Y. 由 于 0 的 任意 性 ,X 刁 YY. 
同 理 可 证 卫生 ,从 而 有 区 一 工 上 
【 例 3. 20〗 设 o,r 反 ee 


“人 ? 4 5 6 7 | | 
2 3 5 8 1 4 .67 
i ee 4 5 6 7 1 , 
5 2 3 8 7 6 1 4 
写 出 oo 和 zt 的 不 相交 轮换 表示 . 


解 ” 先 从 ao 中 取出 1,o(1) = 2,0(2) 二 3,0(3) 二 5,0(5) 一 1， 
这 就 得 到 第 一 个 轮换 (1235). 然后 从 剩 下 的 元 素 中 取出 4,0(4) = 8， 
0(8) 一 7,o(7) 一 6:a(6) 二 4, 从 而 得 到 第 二 个 轮换 (4876). 不 存在 
剩 下 的 元 素 了 ,o 一 (1235) (4876). 

类 似 的 分 析 可 得 t= 二 《157)C2) (3)(48) (6). 在 tr 的 表示 中 可 以 省 
路 所 有 的 1 阶 轮 换 , 如 (2),(3) 和 (6) ,最 后 得 到 7 二 (157) (48). 

注意 当 o 是 恒 等 置 换 时 ,不 可 以 省 去 o 中 所 有 的 1 阶 轮换 ,应 该 
保留 一 个 G2) ,i EE {1,2,…,n}. . 

定义 3.13 设 o€ 5S, 已 经 用 不 交 的 轮换 之 积 表 出 ,对 于 4 == 1， 
2,…,n, 令 ci(o) 表示 o 中 的 阶 轮换 的 个 数 , 则 1 ”22 2” 称 为 
c 的 轮换 指数 . 若菜 个 clo) = 0,& € {1,2,-…,n}, 可 在 轮换 指数 的 表 
示 式 里 省 去 对 应 的 cto) 项 . 

例如 S: 一 1(1)，(127)，(13)，(23)，(123)，(132) ), 则 (1) 的 轮 
换 指数 为 1. 因 为 (1) = 0)(2)(3), 是 3 个 1 阶 轮换 之 积 . 在 轮换 指 
数 的 表示 式 中 应 该 算 上 所 有 省 上 略 的 1 阶 轮换 . (12) , (13), C23) 的 轮 
换 指 数 为 112', (123) 和 (132) 的 轮换 指数 为 31. 再 考虑 例 3. 20 中 的 
两 个 8 元 置换 o 和 Tt,o 的 轮换 指数 为 4:,r 的 轮换 指数 为 1:2131. 
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由 于 置换 的 表示 式 中 任意 两 个 轮换 都 是 不 交 的 ,每 个 轮换 的 元 
素 都 不 相同 .1,2,… ,= 这 = 个 元 素 分 配 到 所 有 的 轮换 之 中 ,所 有 轮换 
(包括 1 阶 轮换 ) 的 元 素 总 数 必 等 于 ”, 即 

1 cka) 十 2"。cz(Co) 十 … 十 zcnfka) =n. 
例如 8 元 置换 z 的 轮换 指数 为 1:213!, 满 足 
1"3 十 2"1 十 3 1 一 8. 

下 面 考 虑 =” 元 置换 的 对 换 表 示 . 根据 前 面 的 分 析 可 以 知道 ,任何 
n 元 置换 都 可 以 表 为 不 交 的 轮换 之 积 . 如 果 任 何 轮换 都 可 以 表 成 对 
换 之 积 , 那 么 元 置换 就 可 以 表 成 对 换 之 积 . 

定理 3.17 设 o 二 Giswoi) 是 4 二 {1,2,…,n) 上 的 k 阶 轮换 ， 
Ek>1, 则 a = (i) i) (ni2). 

证 ”对 站 进行 归纳 , 当 大 一 2 时 命题 显然 为 真 . 假设 上 一 上 时 结 
论 为 真 , 考虑 ac 一 (i2…iin) 的 情况 . 令 mi 一 (air)，as 二 
《zitfz…i)y 直面 证 明 c 一 ouicz. 

任 取 ! E 4. 若 1E ti) ,不妨 设 上 一 加 , 则 

go(1) = glin) = in+i， 
O102 (2) = go.(02 DD)) = (yr) = int1} 
车 i! 一 2, 则 
ot) = tr = (1) 一 ofoz(zo)) 一 olgzfz:) = G0 (4); 
若 : 一 241* 则 
0) 一 ai) 一 站 一 Ga 一 dtkcskti+t))》 
一 aiaz(zH1) 一 0102 0); 
车/ 多 {lz sr1);: 则 
It) = 一 ok) 一 cadzti)) = oooh). 
综 上 所 述 ,YZ E 4 都 有 0) 一 caos(G)， 即 
G 一 gli0z = (iry1) gs. 
由 归纳 假设 ,os = (maz…z) 可 羽 表 为 
(L182) C21) °° 1172)» 
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所 以 
G = (ic) (ii) iis). 
根据 数学 归纳 法 命题 得 证 . 目 
【 例 3. 211 考虑 例 3. 20 中 的 go 和 rz, 它们 的 对 换 表 示 分 别 为 : 
o = (15)(13)(12)(46)(47)(48), 
t= (17)(15) (48). 
定理 3. 16 告诉 我 们 , 当 把 一 个 n 元 置换 表 成 不 相交 轮换 之 积 
时 , 表 法 是 唯一 的 . 但 在 表 成 对 换 之 积 时 ,对 换 是 允许 相交 的 ,并 且 表 
法 也 不 是 唯一 的 . 例如 , 例 3.21 中 的 + 也 可 以 表 为 (17》(57) (15) 
C17) (48). 尽管 表 法 不 唯一 ,但 可 以 证 明 不 同 表示 中 的 对 换个 数 的 
奇偶 性 是 不 变 的 . 为 了 完成 这 个 证 明 先 给 出 一 些 有 关 排 列 的 知识 . 
定义 3.14 设 2 是 1，2 ，… :于 的 一 个 排列 . 若 吉 > 纪 HE 
2, 则 称 i 是 一 个 逆序 . 排列 中 道 序 的 总 数 称 为 这 个 排列 的 逆序 数 . 
例如 排列 25431 中 有 7 个 逆序 : 21,51,41,31,53,43,54. 25431 
的 逆序 数 是 7. 
定理 3.18 o€ 5S,., 且 0o()) 一 2 一 1, 2 2 则 在 c 的 对 换 表 
示 中 对 换个 数 的 奇偶 性 与 排列 天 一 i2**i 的 逆序 数 的 奇偶 性 相 一 
致 ， 
证 ” 令 alo) 是 a 的 对 换 表 示 中 对 换 的 个 数 ,A(r) 是 排列 的 逆 
序数 . 对 x 进行 归纳 . | 
4 二 1, 则 0o 二 (1), alo) 二 0. 而 1 阶 排列 的 逆序 数 也 为 0. 命题 
为 真 . 
假设 n = 上 时 结论 为 真 ,考虑 十 1 元 置换 6o. 若 oC 十 1) 一 天 十 
1,; 则 og 下 {1,2,…,&} 是 元 置换 ,和 且 所 对 应 的 排列 为 i2…ii. 易 见 
ato) = ola t {1,2,.. ,kk}). 
Alt1i2 "ik 十 1)) = ACiazzete)， 
由 归纳 假设 ,aCloe 下 {1,2,… ,有 )) 与 ACiji2…ii) 的 奇偶 性 一 致 , 所 以 
ao) 与 A(iiizrrriilk 十 1)) 奇偶 性 也 是 一 致 的 ， 
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若 a( 民 十 1) 一 SS 5 天 开 十 1， 必 存在 2E 11,2,…:, 天 使 得 (2 
一 大 十 ]. 令 对 应 的 排列 为 r， 则 r 一 izewis_i( 十 Ti. 如 
下 构造 o!, 使 得 of 二 (十 1,s)o, 则 of 所 对 应 的 排列 为 x = 
tot Str (tk 十 1). 易 见 alo) 与 ate) 的 奇偶 和 性 相反 ,4(r) 与 
Ac ) 的 奇偶 性 也 相反 .由 of (十 1) = 二 十 1, 根 据 前 面 的 分 析 ,alo') 
与 4(w') 的 奇偶 性 一 致 . 所 以 alo) 与 A(7) 的 奇偶 性 也 一 致 ， 上 

由 以 上 定理 可 知 当 把 元 置换 表 成 对 换 之 积 时 ,表示 式 中 对 换 
”个 数 的 奇偶 性 是 不 变 的 . 根据 这 个 性 质 可 以 将 元 置换 分 为 奇 置换 
和 偶 置 换 . 

定义 3.15 ”如果 n 元 置换 a 可 表 成 奇数 个 对 换 的 连 胶 积 , 则 称 o 
为 奇 置 换 , 否 则 称 为 偶 置 换 . 

【 例 3, 22〗 设 4. 是 S$. 中 全 体 偶 置 换 的 集合 , 则 A, 是 5, 的 子 
群 , 称 为 元 交代 群 ( 或 交错 群 ). 

证 ”因为 4A, 是 有 穷 集 ,我 们 只 须 证 明 A 对 5, 中 的 乘法 封闭 即 
可 . 任 取 ,z € 4.,0;rt 都 可 表 成 偶数 个 对 换 之 积 , 则 or 也 可 表 成 偶 
数 个 对 换 之 积 , 即 or € A,,A, 扫 3 8 

不 难 验证 14.| 二 nl. 例如 Ss = 二 {(1), (12), (13), (23)， 
C123), (132)}, 其 中 (1), (123) 和 (132) 是 偶 置 换 , 即 4: = {(1)， 
(123), (132)}. 

下 面 考虑 置换 群 中 元 素 的 阶 . 

定理 3.19 G 是 二 元 置换 群 . 

(1) EC 一 (nz az) 则 |c| =&. 

(2) TE€EG, T= ttt 是 不 相交 辊 换 的 分 解 式 . 若 z 是 &; 阶 轮 
换 ,z = 二 1;2,…,i, 则 的 阶 是 &1 ,ks、… ,i 的 最 小 公 售 数 ， 即 |z| = 
[ks Re, ki. 

证 (1) 二 aie) 二 (1), 候车 了 了 过, 则 cil) = 
《fo 人) 二 +1 关 访 .这 就 证 明了 |o| 二. 
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《2) 设 lzr| = 二， Lz ,kas sk = d. 由 于 TTI， ;Ti 是 不 交 的 , 则 
m= tr = (1), 
因此 有 zla. 
另 一 方面 ,5 一 (1) ,由 于 TT ,Tt29**" TT 两 两 不 相交 必 有 = (1)， 
i 二 1,2,…,L. 根据 (1) 部 分 的 证 明知 5;1 一 &,,; 因 此 对 于 所 有 的 i EE 
11;2.… od) 有 ktst 是 五 ,ks，,… ;ki 的 公 镶 数 . 由 于 dd 是 kk ss 
的 最 小 公 倍 数 , 必 有 dlt. 
、 ”综合 上 面 的 结论 有 := 二 d, 即 |r| 一 [ks kes ki]. i 
下 面 是 一 个 置换 群 的 例子 . 
【 例 3.23】〗 图 3.3 是 一 个 2 X 2 的 方 格 图 
形 . 它 可 以 围绕 中 心 旋 转 , 也 可 以 围绕 对 称 轴 翻 
转 , 但 要 求 经 过 这 样 的 变动 以 后 的 图 形 要 与 原 
来 的 图 形 重 合 ( 方 格 中 的 数字 可 以 改变 ). 例如 ， 3.3 
当 它 绕 中 心 逆 时 针 旋 转 90° 以 后 ,原来 的 数字 1,2,3 和 4 分 别 变 成 了 
2,3,4 和 1. 可 以 把 这 个 变化 看 作 是 {1,2,3,4) 上 的 一 个 置换 412347- 
下 面 给 出 所 有 可 能 的 置换 : 


al = (1) 绕 中 心 逆 时 针 转 0"; 
os — (1234) 绕 中 心 逆 时 针 转 90°， 
os = (13) (24) 绕 中 心 道 时 针 转 180"; 
o4 = (1432) 绕 中 心 逆 时 针 转 270"; 


os = (12)(34) 绕 垂 直 轴 翻转 180°; 

os = (14)(23) 绕 水 平 轴 翻转 180°; 

ay = (24) 绕 西 北 一 东南 轴 釉 转 180"， 

as = (13) 绕 西 南 一 东北 轴 翻 转 180". 
表 3.3 给 出 了 它们 的 运算 表 . 令 Di = (gi 4 02 Ge ; 易 见 DD。 关于 置 
换 的 乘法 是 封闭 的 .o 一 (1) 是 单位 元 且 crl 一 cy ci 一 oa，0 一 
0a， O14 ! 一 Ia， 08 1 一 55， gi! 一 d6， a7! 一 gr， ai : 一 os, D, 构成 一 个 
群 ,有 旦 是 $4 的 子 群 . 
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33.5 群 的 分 解 


群 通常 可 以 按 两 种 方法 分 解 : 陪 集 分 解 或 共 斩 类 分 解 . 由 陪 集 分 
解 可 以 得 到 Lagrange 定理 , 按 共 轿 类 分 解 可 以 得 到 群 的 分 类 方程 . 
定义 3.16 GG 是 群 , 瑟 是 G 的 子 群 ,a EC. 令 
Hoe = {halh € HH}, 
称 Ha 是 子 群 H 在 G 中 的 一 个 右 陪 集 . 
{ 例 3.24] G= 5,,H= 2, 则 
H(23) = {(23),(12),(13)} = HOQ2) = H(13), 
HO(0) = {0),(123),(132)} = HUQ23) = H(132). 
下 面 给 出 右 陪 集 的 性 质 . 
定理 3.20 设 G 是 群 ,五 是 G 的 子 群 , 则 
(1) He 一 五 ; 
(2) Ya E CacE 互 a. 
证 (1) He= {helh €E H}= {hlh €E H}=H; 
(2) Ya E Ga = ea € Ha. | 
定理 3.21 设 G 是 群 ,五 是 G 的 子 群 ; 则 Ya € G,Ha 有 ~ HH. 
证 令 P: 昌 一 Ha, ji 二 ha, YhE 有 日, 则 8 是 吾 到 Ha 的 
函数 . 任 取 ha € Ha, 必 有 hE 屯 , 且 Kh) = ha,9 是 满 射 的 .者 Fh1) 
二 glhz) , 即 hia = hza, 由 G 中 消去 律 可 知 有 二 hz, 这 就 证 明了 Pp 的 
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单 射 性 . 由 等 势 定义 有 五 = Ha, 即 Ha ~ H. 

定理 3. 22 G 是 群 ,HH 是 G 的 子 群 ,Ya,b EG 有 

a € Hoe Ha= Hb © ab-! EH. 

证 先 证 ae H6 二 Ha = Hb 由 a € Hb, 必 存 在 hE 五 使 
得 a = 16. 那么 5 二 hr!a. 任 取 ha E Ha, 则 ha = hhib. 由 于 五 坟 G， 
4 E 于 , 则 有 ha € Hb, 这 就 推出 Ha CC H6. 任 取 h6€ Hs, 由 5 二 
hr'a 得 有 = hhila. 而 hhri€e HH, 所 以 h& E Ha, 这 就 证 出 五 C 忆 
Ha. 综合 以 上 结果 有 Ha 二 Hb. 

有 反之 ,车 Ha 一 Hb。， ,根据 定理 3. 20 ， yae G 有 ae Ha, 从 而 有 
4 和 Heb. 

再 证 Ha = Hb 后 abr1 GE HH. 

Ha= HbSa€E HEIhhEHAa= hb) 
SIREHAab l=h) ab ieH. EE 

定理 3.23 G 是 群 ， 五 是 C 的 子 群 ， 在 GG 上 定义 二 元 关系 R， 

Ya,5E€G 有 
aRb Oablie 五 ， 
则 情 为 G 上 的 等 价 关 系 , 自 [fas = 五 

证 Ya €E Gaa 一 各 已 , 即 aRa 成立 ,R 在 G 上 是 自 反 的 . 

Ya,bEG 有 

aRb > ab rl EE H = (ab-1)-! EH 和 >ba llE€E HH -=> bRa. 

这 就 推出 尺 在 G 上 是 对 称 的 . 
Ya,b,c EG 有 
aRb A bRe ab EHNb EH ob bEH 
> ac GE 五 一 只 cr. 
所 以 尺 在 上 是 传递 的 . R 是 G 上 的 等 价 关 系 . 

Y5EG 有 

bElaliSOaRbEOab EE HOHa- HboObeEe Ho. 

这 就 推出 [a]s = Hea. | EE 
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定理 3.24 如 是 群 , 互 是 G 的 子 群 , 则 Ya'ceC,Ea 门 五 2 一 
好 或 五 a 一 HB, YHa = 人 GG 
证 ”根据 集合 论 中 有 关 等 价 类 的 定理 可 直接 得 到 . 
【 例 3.253 G= Ss, 晶 一 {1(1),(12)}, 则 五 的 所 有 右 陪 集 是 : 
H(1) = H(12) = 
HU = {(13), (132)} = H(Q32), 
HC23) = {(23), (123)} = H(123). 
每 个 右 陪 集 都 是 等 势 的 ,不 同 的 右 陪 集 是 不 交 的 ,所 有 右 陪 集 的 并 就 
等 于 5;. 
【 例 3.26] G = (R',-), 其 中 R* 二 R 一 (0) 是非 零 实数 的 集 
- 是 普通 乘法 . 瑟 = 二 {1, 一 1} 是 G 的 子 群 ,Vr € R*,， Hr = 7， 
一 r), 且 有 U Hr= EK"*. 


r€ER" 

以 上 讨论 了 子 群 瓦 的 右 陪 集 , 类 似 地 可 以 定义 五 的 左 陪 集 . 

YaE€G, 令 
= {ah|lh € H}, 

则 a 例如 GG 一 Se 《12)}), 则 
五 在 G 中 的 全 体 左 陪 集 是 : 

(DDH = H, (2)H = H, 

(DH = {(13),(123)}, (123)H = {((123),(13)}, 

2H = {(23), 132)}, (132)H = {(132),(23)}. 
和 例 3. 25 相 比 ,只 有 (CDH = 五 (1),(12) 互 = H(12), 而 对 于 5 中 
的 其 它 置 换 o,oH 3 Huo. 

和 右 陪 集 的 性 质 类 似 ， 也 可 以 得 到 左 陪 集 的 性 质 . 

定理 3.25 设 C 是 群 , 妃 是 G 的 子 群 , 则 

(1 yeH=H:; 

(2) Ya EG,aEal; 

(3) Ya EG,aH~H; 
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(4) Ya,b EG,a€ELbHOaH=6bHoOa EH, 
(5) 在 上 定义 二 元 关系 R, Ya,b EG,aRb 时 a-ibp EH, 则 R 
为 CG 上 的 等 价 关 系 , 且 [ae]a = aH ; 
(6) Ya ECa 石 站 5 一 坷 或 ca 厅 一 oH, 有 Ya 一 G. 
证 明 留 作 练习 . 
下 面 介绍 Lagrange 定理 , 先 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 ”G 是 群 ,及 是 G 的 子 群 , 则 五 在 G 中 的 左 陪 集 数 与 右 陪 
集 数 相等 ， 
证 ” 令 S,T 分 别 为 G 的 右 和 左 陪 集 的 集合 . 
定义 Fp: S 一 T, gHa) =a 'H,YHa€ SS. 
我 们 必须 验证 pg 是 良 定义 的 , 也 就 是 说 如 果 Ha = Hb 则 有 
FHa) 二 9H5). 根据 右 陪 集 和 左 陪 集 的 性 质 有 
Ha= HbSab EHSOCa DY) wi€EH 
GalH = 6H © Ha) = oHb), | 
这 就 证 明 9 是 良 定义 的 ,并 有 耳 是 单 射 的 . 然后 我 们 证 明 gq 是 满 射 的 . 任 
取 ZzTHET, 则 x EG. 因 为 G 是 群 ,x-!€G,Hz-!E€ Re 
二 (x 71) 五 二 zH. 根 据 等 势 定义 有 S = 了. 
定义 3.17 GG 是 群 ,五 是 G 的 子 群 . 旷 在 G Pe 
障 集 数 ) 叫做 豆 在 G 中 的 指数 , 记 作 [G : 态 ], 车 二 = {e}, 也 可 以 将 
[G : 五] 记 作 [G : 1]. 
定理 3.26 (Lagrange 定理 ) 设 G 是 有 限 群 , 玉 是 G 的 子 群 ， 
则 
IG| = [G: H] |HI|. 
证 ” 设 [G ;五 ] =7, 根 据 定理 3.24 有 
G = Ha UU Ha UU … LU Ha,, 
其 中 CC19 亿 29 yr 分 别 为 H 的 r 个 陪 集 的 代表 元 素 . 由 于 Ha ,Ha:, 
…,Ha, 两 两 不 相交 ,所 以 G 的 元 素数 等 于 这 些 陪 集 的 元 素数 之 和 ， 
即 
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[GI! = | 五 al| + |Hasi 十 … 十 | 瑟 a.|. 
再 根据 定理 3. 21,; 所 有 的 陪 集 都 和 号 等 势 ,; 即 Ya E G, 瑟 a 一 五 , 故 
IHal| = | 五 1, 代 入 上 式 得 
IG| = IHI + | 鼠 | 十 … 十 | 鼠 |= 了 | 瑟 i 一 [LC: 古 ] | 瑟 1， | 


{Oe 


r 个 

Lagrange 定理 告诉 我 们 : 若 G 是 有 限 群 , 则 G 的 子 群 的 阶 是 GG 的 
阶 的 因子 . 但 它 的 逆 命 题 不 一 定 为 真 . 换 名 话说, 如果 正 整数 4 是 有 
限 群 G 的 阶 的 因子 ,但 G 中 不 一 定 存在 4 阶 子 群 . 例如 G 二 4， 则 
IG| = 12,6 是 1G1 的 因子 ,但 4, 没有 6 阶 子 群 . 

推论 1 G 是 x 阶 群 , 则 GG 中 每 个 元 素 的 阶 是 x 的 因子 , 旺 
Yace 有 ar 一 e. 

证 YaE€EG, 令 太一 (a), 则 五 是 G 的 子 群 .根据 Lagrange 定 
理 ,1 五 | 是 * 的 因子 . 又 由 于 五 是 循环 群 ,| 五 | 就 是 生成 元 < 的 阶 ,所 
以 a 的 阶 是 n 的 因子 .可 以 将 nn 表 为 jal,t 是 整数 . 从 而 有 

一 ep) 一 人 一 

推论 2 ” 阶 为 素数 的 群 是 循环 群 . 

证 ” 设 群 G 的 阶 为 Pp,p 是 素数 .由 之 2,G 中 必 存 在 a € C， 
a 关 ce. 令 一 (a), 则 五 是 G 的 子 群 .根据 Lagrange 定理 |H|=1 
或 | 互 | 一 尹 . 

车 | 互 | = 1, 则 1a| = |H| = 1, 与 a 关 e 政 盾 , 所 以 |IH|= pp. 
又 由 于 |G1 = pp; 必 有 五 = 二 G,G 是 循环 群 . : 和 

利用 Lagrange 定理 和 两 个 推论 可 以 分 析 有 限 群 的 结构 . 

【 例 3.27] 证 明 6 阶 群 一 定 含有 3 阶 元 . 

证 ” 设 G 是 6 阶 群 .根据 推论 1,G 中 元 素 的 阶 是 6 的 因子 ,所 以 
G 中 只 可 能 存在 1 阶 .2 阶 .3 阶 和 6 阶 元 

车 G 中 含有 6 阶 元 ,比如 说 是 a, 则 &? 就 是 G 中 的 3 阶 元 . 

车 G 中 不 含有 6 阶 元 , 则 G 中 的 非 单位 元 只 可 能 为 2 阶 或 3 阶 
元 . 下 面 用 反 证 法 证 明 G 中 必 会 3 阶 元 . 若 不 然 ,G 中 所 有 元 素 a“ 都 满 
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足 好 一 ze, 即 a 一 4a71. 任 取 a 和 EC 则 有 


pe ee 
G 是 Abel 群 . 取 G 中 非 单 位 元 a 和 0, 令 五 一 (eray2:al 易 证 瓦 是 
G 的 子 群 .但 | 五 1 1 1G1, 与 Lagrange 定理 矛盾 . 和 


〖【 例 3. 281 证 明 每 个 阶 小 于 6 的 群 都 是 Abel 群 . 

证 ”由 推论 2 可 知 2 阶 ,3 阶 和 5 阶 群 是 循环 群 , 也 是 Abel 群 . 
1 阶 群 是 平凡 群 ,也 是 Abel 群 .下 面 考虑 4 阶 群 . 设 C 是 4 阶 群 ,根据 
推论 1,G 中 只 可 能 有 1 阶 、2 阶 和 和 4 阶 元 . 

若 G 中 含有 4 阶 元 ,比如 说 是 ea, 则 G@G 是 循环 群 a》, 显 然 是 Abel 
群 . 

若 G 中 只 含有 1 阶 和 2 阶 元 ,根据 例 3. 27 的 证 明 避 也 是 Abel 群 ， 
从 同 构 的 意义 上 说 就 是 Klein 四 元 群 . a 

【 例 3.29】 证 明 6 阶 群 若 不 是 循环 群 就 同 构 于 S; 

证 ” 设 G 是 6 阶 群 . 由 推论 1,G 中 只 可 能 含有 1 阶 ,2 阶 ,3 阶 和 
6 阶 元 ， 

车 中 含 6 阶 元 ,比如 说 是 a, 则 GG = 《a 是 循环 群 . 

若 6 中 不 含 6 阶 元 ,由 例 3.27 知 CG 中 必 售 3 阶 元 . 令 这 个 3 阶 元 
是 a. 取 cEGc 尖 ec 关 asc 天 好 则 ac 天 ce) 否则 有 c 一 al 一 0， 
与 < 的 选取 矛盾 , ac 夭 za, 否则 由 消去 律 有 。 == e. 类 似 地 可 以 证 明 e， 
ayazicyacyasc 是 两 两 不 同 的 元 素 . 令 

. G= {e,aralyc sac ac}. 

先 考 虑 c?. 显然 c: 关 cyacya?c. 若 c= 二 02, 因 a 是 3 阶 元 知 a 六 
es; 所 以 c? 关 e.c 只 能 是 3 阶 元 ,从 而 推出 
datc = czc 一 5C3 一 ey 
与 azc 关 e 蕴 盾 . 若 c* 二 a; 由 a 是 3 阶 元 知 c? 关 e.c 只 能 是 3 阶 元 ， 
这 就 推出 

ac = tic=c =e, 
与 ac 关 e 牙 盾 .综合 以 上 结果 必 有 c? 二 eyc 是 2 阶 元 . 
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再 考虑 ce ,显然 ce 关 e,asa?: 和 c. 若 ca = ac,a 和 c 是 可 交换 的 
且 它们 的 阶 互 素 , 由 例 3. 6 可 知 ca 的 阶 是 6, 与 G 中 不 含 6 阶 元 矛盾 . 
击 此 可 知 ca 一 atc. 从 而 有 

{ca)? — caca 一 caatc = e， 
所 以 asc 二 ca 是 2 阶 元 . 
最 后 考虑 ac, 由 
《ac)2 一 acac 一 Qa(C2 c)c 一 e 
可 知 ac 也 是 2 阶 元 . 

通过 以 上 的 分 析 可 以 得 到 G 的 运算 表 . 请 看 表 3. 4. 

令 f:G>S,f: etr (1)，ahr(123)，a2z Hr(132)，cHr (12), 
acF> (13),asc hr (23), 将 表 3.4 中 G 的 元 素 之 用 f(x) 代替 就 得 到 
表 3, 5, 恰 好 就 是 S, 的 运算 表 . 这 就 验证 了 Yx,y EG 有 

fz) = fF) 


表 3.4 
c 
2 e c ac d2c a pp 
c c e a? a ate ac 
ac ac 三 e a? C azc 
Q2c ac a a e ac c 
a 在 ac arc c a? 
a? a? Alc c ac e 全 
家 3.5 


(C12) (13) (23) (123) 


《1) | (1) C12) {13) ‘(23 (123) (132) 
C12) | (12) (1) 《132) (C123) (23) (13) 
(13) | (13) (123) (C1) (132) (12) 《23) 
(23) | (23) (132) 《123) 《1) (13) 《12) 
C123)1C123) (13) (23) (12) (132) (1) 

(132)| C132) (23) 《12) 《13) (1) (123) 
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了 是 G 到 S; 的 同 态 . 又 知 了 是 双 射 ,所 以 Ff 是 G 到 5; 的 同 构 . 
以 上 讨论 的 是 群 的 陪 集 分 解 ,现在 考虑 群 的 共 轿 类 分 解 . 
定义 3.18 设 G 是 群 ,在 G 上 定义 二 元 关系 R,Ya,b5 EG 有 
aRb O33r(rEeEGAa = ror-!), 
则 称 R 是 G 上 的 共 轿 关系 . 如果 aR5, 则 称 5 是 a 的 共 斩 . 
定理 3.27 群 G 上 的 共 示 关系 是 G 上 的 等 价 关 系 . 
证 YaEG 有 a=eae '!, 即 aRa,R 在 G 上 是 自 反 的 . 
YaybEG 有 
aRb >j]r(rEGAa=zrbr')) =I rr EGANbS rar) 
>Izr (rEGALb= Iar 1)!) = bRa, 
尺 在 G 上 是 对 称 的 . 
VYa'asc EC 有 
aRp A bRe 
>IrxrEGAa=zrbr AIyyEGAEL= yy ) 
字 了 zadyGryECAa 一 zycy 1)z-1) 
字 3 了 jzdjyGcyECAad 一 zycefzy) 1) = aRc. 
尺 在 GG 上 是 传递 的 . 
综合 以 上 结果 ,R 是 G 上 的 等 价 关 系 . a 
定义 3.19 尺 是 群 G 上 的 共 绒 关系 ,a € G,a 的 等 价 类 [a]s 称 
作 &a 的 共 示 类 , 简 记 作 a. 
ff 例 3.30] G = 5;,G 中 的 全 体 共 力 类 是 ， 
(1) = {(1)}. 
(12) = {(12),(13),(23)} = (13) = (23). 
(123) = {(123), (132)} = (132). 
易 见 S, 中 同一 共 罗 类 的 元 素 都 具有 相同 的 轮换 指数 ,可 以 证 明 
这 个 性 质 对 S, 也 是 成 立 的 .证 明 留 作 练习 . 
定理 3. 28 避 是 群 ,C 是 的 中 心 , 则 Ya EG 有 
aECeoa= {a}. 
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证 ”必要 性 . 设 sEC, 则 对 任意 的 y， 
yEae 钨 了 XIEGAY=—=Xrar 过 rr 和 人 人 YE 一 工 Q) 
习 Zz(rECA3 一 ar) 人 7 一 4 全 yyE {a}. 

充分 性 .” 任 取 zEG, 则 zazreEa 一 ta), 即 zz 一 a. 因 此 
有 Xa 一 azyva EC. 

由 于 共 轿 关系 是 群 G 上 的 等 价 关系 ,可 以 把 群 G 按 共 绒 类 分 解 . 
下 面 考 志 共 辆 类 的 计数 . 

定义 3.20 C 是 群 ,a € G, 令 | 

Nla) = {xr|Ix EGNH ra = arx}, 
称 N(a) 是 a 的 正规 化 子 . 

〖 例 3.31】 .C = 5;, 则 G 中 所 有 元 素 的 正规 化 子 是 : 

NGC) = G, 

NGC12)) = {(1), (12)}, 

NOC13)) = {C1), (13)}, 

N(C23)) = {1(1), (23)}, 

N((123)) = NG((132)) = {(1), (123),(132)}. 

关于 正规 化 子 有 以 下 的 定理 . 

定理 3. 29 G 是 群 , 则 Ya € G,N(a) 是 G 的 子 群 . 

证 明 留 作 练 习 . 

定理 3.30 G 是 有 限 群 , 则 Ya E CG 有 

lal = [G : N (a)]. 
证 任 取 x,y€G 有 
ZaT l= yay ‘Oar y= x ya 
rly EN(a) SO rN(a) = yN(a). 

这 说 明 x 和 y 确定 a 的 同一 共 思 f 当 且 仅 当 工 和 yy 确定 NN(a) 的 
同一 左 陪 集 . 因此 与 a 共 元 的 元 素数 就 等 于 NN(a) 在 G 中 的 左 陪 集 
数 , 即 la| = [G : NCa)]. 

定理 3. 31 〈( 群 的 分 类 方程 ) CG 是 有 限 群 ,C 是 CG 的 中 心 . 设 C 中 
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至 少 会 有 两 个 元 素 的 共 轧 类 有 个 , 且 a,,as,…,as 分 别 为 这 个 共 
绒 类 的 代表 元 素 , 则 
IG| = ICl + [G: Naa) + [EG: No)] 二 … 十 [G: NoD]. 
证 设 C 中 含有 i 个 元 素 * 记 作 asriyasry yat+r 由 定理 3. 28， 
对 于 i 二 1,2,…,L 有 at 一 {at+i}. 根 据 共 因 的 性 质 有 
Cr 一 aa U as U ee U a U Qt U kt UU i 
出 于 不 同 的 共 斩 类 是 不 交 的 ,因此 得 到 
IG|= ai| 二 |az| 十 … 十 | ax| 十 | at 十 … 十 [arr 
一 |al 填 |azl 十 十 |a| 二 + 
又 由 定理 3. 30 有 lai| = [G : N(a))], j= 二 1,2,…,k, 代 入 上 式 得 
IG| = IC| 十 [G : N (a1)] 十 [LG: Cas)] 十 … 十 LG : ae) ]. 
四 

【 例 3.32】 设 群 G 的 阶 为 p',s € Z1+,p 是 素数 .证 明 G 的 中 心 
至少 含 两 个 元 素 . 

证 ”由 群 的 分 类 方程 有 

Icj = ICl + [G: Ne 十 [LG: NG) +[G: N(as) ]， 
其 中 aas…,az 是 至 少 含 2 个 元 素 的 共 轰 类 的 代表 . 根据 Lagrange 
定理 ,对 于 i 二 1,2,…,k&,[G : N(a,)] 是 p' 的 因子 ,因此 有 

[G: N(a)]= pdt) 或 [G:;: Nla)j=1. 

车 [G : Nlai)] = 1, 由 定理 3.30 知 |a| = 1, 即 元 一 (ai 与 
ai; 的 定义 矛盾 . 所 以 必 有 [G : NaD)] = p',1 过 zt 之 s, 这 就 推出 
疡 [|LG : NCa,)]. 

考察 G 的 分 类 方程 ,p||G|, 且 Yi 二 1,2,…,k,p|[G : N (Cas)]， 
必 有 pl1C1. 这 就 证 明 jC| > 1. 


§ 3.6 正规 子 群 和 商 群 


G 是 群 ,H 是 G 的 子 群 , 任 给 群 G 中 的 元 素 4, 一般 说 来 Ha 关 . 
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& 开 .但 对 一 些 特殊 的 子 群 , 它 的 左 陪 集 和 右 陪 集 是 相等 的 . 

定义 3.21 G 是 群 , 瑟 是 G 的 子 群 , 若 Ya EG 都 有 Ha= aH， 
则 称 如 是 G 的 正规 子 群 中 , 记 作 互 反 C. 

[fi 3. 33 了 | 

《1) 群 G 的 两 个 平凡 子 群 G 和 {e) 都 是 G 的 正规 子 群 .因为 Ya 
EG 有 a{e} = {ejJa 和 aG = Ga., 

(2) 群 G 的 中 心 C 是 G 的 正规 子 群 . 

(3) 循环 群 的 所 有 子 群 都 是 正规 子 群 ,因为 循环 群 是 Abel 群 . 

《4) Ss 的 子 群 中 有 三 个 正规 子 群 ， {01)}。5, 和 1{(1), (123)， 
(132)} ,其余 三 个 不 是 正规 子 群 . 

下 面 给 出 关于 正规 子 群 的 判定 定理 . 

定理 3. 32 六 是 群 G 的 子 群 , 则 下 列 条 件 互相 等 价 

(1) N < SG, 

(2) Yg EG 有 EgNg -一 人， 

(3) VYg EG,Yn ENA 有 sng 'EN. 

证 《1) => (2). 

NAdG=>YgEG 有 gEN= Ng 
>Yg EG 有 eeNE '=Neg !'!=N 
(2) 过 (3). 
VYg EG, YnEN, gng 'E gNg ! 
> VYgEG, Vn€EN,eng EN 

(3) 之 (1). 任 取 ng， 

ng ENg—~>nENAgEG~>nENAg'EG 
> ginlg EN=>g ngEN 
>ImE€EN(g ng =n)> InE Nn = gm)= ng gN; 

任 取 号 2 ， 


9 正规 子 群 也 叫做 不 变 子 群 , 
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pnEgN=>gEGNnEN=> gng EN 
=>Jjn:ce Ngng !—n)> ImeE N(en= mge) > gn€ Ne. 

综 上 所 述 ,Yg E G 有 &gN = Ng, 所 以 NG. 站 

【 例 3. 34] 五 是 群 G 的 子 群 ,1H1 二 ”车 互 是 唯一 的 阶 子 
群 , 则 五 是 GG 的 正规 子 群 . 

证 ” 任 取 g € G, 由 人 饮 3.11 可 知 gHg '!' 夺 6G. 令 9: HY 
gHg-!1, 9h) 一 ghg-!, Yh 五 , 易 证 9 是 一 个 双 射 ,所 以 gHg ! ~ 
H, BW lgHe™'\ = IH|= a. 由 于 G 中 只 有 一 个 阶 子 群 , 必 有 
gHg-! 一 下 .由 定理 3.32 得 HG. 上 

[ 例 3.35】 设 G 是 群 ,H 声 6G, 车 LG: H]==2; 则 吾 是 G 的 正 
规 子 群 . 

证 右 之 G 且 [G : Hl 一 2. 将 G 按 吾 的 右 陪 集 分 解 可 得 G 一 
HU Hg,yg & H. 由 于 HNHeg= 多, 则 有 

Hg=G— H,Yvg&H. 
同 理 可 证 gH=G 一 H,vYgs&H. 

任 取 zeEG, 若 ze 已 , 则 Hz= 瑟 =zH 若 z 冬 妃 , 则 有 到 7 

二 G 一 电 二 xH. 从 而 有 HG. 


cow.303 c=—(£ (9), + (0 引 二 [3 本 人 oj 
则 G 关 于 矩阵 乘法 构成 一 个 群 . 它 的 子 群 除了 两 个 平凡 子 群 外 还 有 
m= ls ld) 
)， 
中 ， 


1 
10 
1 
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G 的 子 群 格 如 图 3. 4 所 示 . 两 个 平凡 子 
群 是 G 的 正规 子 群 .Hi 是 唯一 的 二 阶 
子 群 ,根据 例 3. 34 的 结论 , 琴 , 是 G 的 正 HH 到 
规 子 群 . 互 :, 互 :, 已 ,在 G 中 的 指数 都 是 
2, 出 例 3. 35 的 结论 ,它们 也 都 是 G 的 | 三 
正规 子 群 . 尽管 群 G 不 是 Abel 群 ,因为 ,10 
(9 = 人 人， 民 引 
(ol 
但 它 的 所 有 子 群 都 是 正规 子 群 . 
定义 3.22 G 是 群 , 瑟 是 G 的 正规 子 群 , 令 
G/FH= {Hegelg € GG) 
是 五 在 G 中 的 所 有 的 右 陪 集 构成 的 集合 ,在 CG/ 玉 上 定义 运算 。 对 任 
意 的 Ha,H6b GE G/ 吾 有 
HacHb = Hab, 
则 G/B 关于 。 运算 构 成 一 个 群 , 称 为 G 的 商 群 . 
为 了 保证 商 群 定义 的 正确 性 ,必须 首先 验证 * 运算 是 良 定义 的 ， 
与 陪 集 代 表 元 素 的 选择 无 关 . 换 句 话说 ,车 Hz 二 Ha, Hy = 五 5, 则 
有 
HzHy = HacHb. 
证 设 Hzr 二 Ha, Hy 一 Hb. 根据 定 理 3.22 可知 x E€ Ha 和 
y E Hb. 必 存在 有 和 hs 玉 使 得 x = hayy 一 hs65. 又 由 于 上 如 是 G 
的 正规 子 群 ;所 以 推出 
HzxoHy = Hzxy = Hhiahsb 一 Hhi(ahya lab 
= Hhhzab = Hab = 五 ao 万 5. 
易 见 * 运 算是 G/ 瑟 上 可 结合 的 运算 ,因为 对 任意 的 Ha,H6b,He 
EG/ 英 有 | 
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(CHacHBeYoHe 一 HabHe = H (abye 
=Halbc) = HaHbec 一 Ha HbHc). 
如 一 He 是 关于 "运算 的 单位 元 ,因为 对 任意 的 Ha E Gy/ 百 有 
好 aoFre ~— Hae = Ha 和 HecHa = Hea =— Ha. 
对 任意 的 Ha € G/H,Ha-! 是 Ha 关于。 运算 的 递 元 ,因为 有 
HaHa 一 五 ca 一 万 ce 一 万 
Ha oHa = Ha-!la 一 ec 一 大. 
这 就 证 明了 G/ 互 关于。 运算 构成 一 个 群 ， 是 
kK 例 3.37】 G= (2Z, 十 ;是 整数 加 群 , 令 
3Z = {3k|k € Z}, 
则 3Z 是 G 的 正规 子 群 .G 的 商 群 
G/3Z = {0, 1, 2}, 
其 中 i 二 {3& 十 ilk E Z), G/3Z 上 的 运算 如 表 3. 6 所 示 . 易 见 G/3Z 
兰 Zs. 从 同 构 的 意义 上 说 ,G/32 就 是 Za 
”如 果 把 群 G 看 作 代数 系统 (G,. ,1,e) ,那么 C 的 商 群 G/ 刀 就 是 
这 个 代数 系统 的 商 代数 . 我 们 只 需 验证 由 五 的 右 陪 集 作为 等 价 类 所 
导出 的 等 价 关 系 是 G 上 的 同 余 关 系 . 
令 R 是 上 述 的 等 价 关 系 ,Ya,5 EG 有 
aRb 全 Ha = Hb Sab !€Ee H. 
设 a,b,c,d € G, 由 于 吾 是 G 的 正规 子 群 , 划 
aRb AcRd =>ab EHAcd EH 
>3h€ Hlab l=h) AIh, ee Hlcd! = h,). 


路 
tw 
人 


MI 一 | OlOl 
Le | 


1 
了 
2 
0 


所 以 
aclbd) 一 = alcd 1Dp = ahb! = ab-lh’, ~— hh',€ H. 
这 就 证 明了 acR6d,R 关于 G 中 二 元 运算 具有 置换 性 质 . 此 外 
| aRbp > 3j he Hl(ab!=h) 
> € Hla = bb hi), 
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所 以 
a ibp=b hiib EH. 

从 而 推出 a7!R5"!,R 关于 GG 中 求 首 运算 具有 置换 性 质 ,R 是 代数 系 
统 (G,，, !,e) 的 同 余 关系 ， 

【 例 3.38】 GG 为 有 限 Abel 群 ,1G| 二 nn, 是 素数 且 plx. 证 明 G 
中 存在 p 阶 元 . 

证 ”对 进行 归纳 . 

2 一 2 命题 显然 为 真 . 

假设 对 一 切 m 过 x 命题 为 真 ,考虑 n 阶 群 G, 取 a € G ae 


|a | lz. 
人 全 是 G 中 的 请 阶 元 . 
若 训 |al, 令 五 一 (aa). 因 为 如 为 Abel 群 , 则 已 是 G 的 正规 子 


群 .考虑 Ce G/ 瑟 的 阶 是 ,; 则 mx = [G : 五]<2. 由 
Lagrange 定理 有 
n=m°* |H|, |fH|= lal. 
pln; 但 p+ | 吾 |,p 是 素数 , 必 甩 lm. 由 归纳 假设 ,G/H 中 必 存 在 
阶 元 . 
设 G/H 中 的 疡 阶 元 为 五 2, 则 有 
(Heo)?*=H=> Hb=H=>HPEHS= (= =a. 
因此 有 
Chr yl = (atl}:=e > Cole! )P 一 e。 
这 就 推出 5 的 阶 为 之 或 1. 假设 5 的 阶 是 1, 则 656" 二 e, 必 有 
CH68)1 一 五 ,与 四 |a| 了 矛盾 .从 而 证 明了 2" 是 阶 元 - 是 


83.7 群 的 同 杰 与 同 构 


定义 3.23 ” 设 Gi 和 GG, 是 群 ,p 是 G, 到 G; 的 映射 . 若 对 于 任意 
的 Tsy 和 G, 有 
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HXY) 一 pT) py), 

则 称 pg 是 群 G, 到 Gs 的 同 态 映射 ,简称 同 态 ， 
可 以 证 明 , 若 把 群 看 作 是 具有 一 个 可 结合 的 二 元 运算 、 一 个 求 逆 
元 的 一 元 运算 和 一 个 零 元 运算 (二 元 运算 的 单位 元 e)》 的 代数 系统 ， 


则 上 述 定义 的 群 同 态 就 是 代数 系统 (G,，.， 1,ei) 到 (G:，. -es) 的 
同 态 ,为 此 必须 验证 ; 

PKel) 一 ez， 

Pr) = Hz), YrIEG. 
由 


phlei) gle) = ee1) 一 Fel) 

可 知 glei) 是 Cs 中 的 宕 等 元 ,由 例 3.4 可 知 群 的 单位 元 是 唯一 的 宕 等 
元 ;所 以 qle1) = ea. 

任 取 = E GI 有 

PTJPCZ ') 一 phe) = es, Hr Pr) 一 el) 一 ez 

92Cz ) 是 Kx) 的 道 元 ,由 逆 元 的 唯一 性 可 得 rz-1》 = wz)-L 

根据 一 般 代数 系统 的 满 同 态 . 单 同 态 和 同 构 的 定义 可 直接 得 到 
群 的 满 同 态 . 单 同 态 和 同 构 的 定义 . 如 果 群 C, 到 G, 存在 满 同 态 ,可 


以 记 作 Gi 之 Gi, 如 果 p 是 Gi 到 Ge 的 同 构 , 则 记 作 G, 之 G,. 

【 便 3. 39 了 (1) 证 明 群 C 一 《R, 十 》 和 Gs 一 〈 尺 +，，) 是 同 构 
的 ; 

(2) i 二 《Q@*,*) 到 Gs 二 (QQ@, 十 ) 的 同 构 ,其 中 
QC=Q— “ 为 普通 乘法 . 

证 Wn R—> Rt', pT) 二 er, YX ER, 则 9 是 双 射 , 且 
Yx,yER 有 . 

PCZ 十 3y) = es=e = gr) * ply). 
(2) 假设 8: QQ* 习 Q@ 是 GG 到 G, 的 同 构 , 则 1) = 0. 
由 此 得 
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的 一 1) 十 红 一 1 王 忆 (一 1 一 1 一 愉 1) 王 0. 

于 是 有 一 1) = 二 0, 与 8 是 双 射 矛盾 . 

【 例 3. 403 (Cayley 定理 ) 

任何 群 G 都 同 构 于 GG 的 一 个 变换 群 . 

证 ”回顾 例 3.18, 定 义 乒 , G 一 G, jz) 一 azyzECG. 令 吾 
= {fja EG},; 则 五 是 G 上 的 一 个 变换 群 .下 面 证 明 GG 同 构 于 地. 

邻 p: GH, 9a) = f, Ya EG. 则 Ya,b EG, 

lab) = fo = fofs = ab), 

?9 是 G 到 五 的 同 态 . 

假设 pla} = KB)，a 记 ECG 则 太一 态 , 即 YzECG 有 .Crz) 一 
fslr), 从 而 有 fule) 一 入 (e), 即 a = 4.92 是 单 知 态 . 

对 任意 的 放 E 瑟 ,acEG 使 wa) = f。,8 是 满 同 态 . 


综合 以 上 结果 有 G 用 五. 易 见 互 委 玖 (G),E(G) 是 G 的 一 一 变 
换 群 . 

例如 G 二 ‘2Z;,; 四) ,其 中 由 为 模 3 加 法 , 则 有 

fo: Or Ol 1, 2 2; 

万 :0Frl 1hr2 2hHr0 

fi: 0Fr 2,1Hr 0，2Hz 1. 
{ 态 , 亡 , 万 ) 是 G 上 的 变换 群 , 且 与 G 癌 构 . 

定义 3. 24 设 p: G, 一 Gz 是 群 G 到 G; 的 同 态 , 令 

kerp = {rzrIx E GA Hr) 一 ez)， 

称 ker9 为 的 核 . 

【 例 3.41 (1) 设 G 是 整数 加 群 ,Gi 为 模 n 整数 加 群 , 令 
gp: ZZ. GX) 一 (z)modn, 则 9 是 @G 到 G: 的 满 同 态 , 且 ker9 一 
{nk|k € Z} 一 nZ. | 

(2) 设 G 是 群 ,自然 映射 g: GG/H, gl) = Hr, Yr EG, 
是 G 到 G 的 商 群 G/ 呈 的 满 同 态 , 且 


a0 


kerg = {rx|x ECAzxrE HH}= 
除了 一 般 代 数 系统 的 同 态 性 质 之 外 , 群 同 态 还 有 一 些 特殊 的 性 
质 . 请 看 下 面 的 定理 ， 
定理 3. 33 ” 设 ?是 群 G: 到 G: 的 同 态 , 则 ?为 单 同 态 当 且 仅 当 
ker9p = {el}. 
证 必要 性 . 假设 存在 a € kerg, a 天 c, 则 有 4 Fa) 一 ez Phe) 
一 ez 与 史 是 单 同 态 了 矛盾， 
充分 性 . 若 gla) 一 9X8), a,8 € G, 则 有 
aIPb)! = es > lab ') = es > ab! < kerg 
> dB 一 ea 一 所 
这 就 推出 是 单 射 的 ,所 以 9 是 单 同 态 . 
定理 3. 34 Gi 一 (a) 是 循环 群 ,py 是 Gi 到 G: 的 满 同 态 , 则 Gy 也 
是 循环 群 . 
证 ”和 任 取 zE Ca:, 由 于 9 是 满 射 , 必 存 在 4 E G1, 使 qa') 一 
从而 有 
t= a) = a)', 
Ya) 是 Ca 的 生成 元 ,Gs 二 《Fla)), 上 
定理 3. 35 ” 设 ”是 群 Cl 到 C: 的 同 态 . 
《1) 车 五 是 Ci 的 子 群 , 则 gkH) 是 G, 的 子 群 . 
(2) 车 再 是 G 的 正规 子 群 , 且 9 是 满 同 态 , 则 从 鼠 ) 是 Gi 的 正 
规 子 群 . 
证 (1) 9 已: H 一 Gs 是 同 态 .. 由 定理 1.7 可 知 KH) 一 
gH HCH) 是 Gy 的 子 代数 ,所 以 9H) < Gu 
(2) 由 (1) 可 知 HH) 和 G:. 任 取 E Go) E JHH), 因 为 9 
是 满 射 , 必 存在 a E Ci 使 得 qa) = 二 xz, 从 而 有 
TARITT! = gladh Ga)! = plaha !). 
由 于 万 < G1, aha-! € 五 ,所 以 waha-0) E XH). 根 据 正规 子 群 的 
判定 定理 有 8 五 毛 G:. 目 
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定理 3.36 ” 设 9 是 群 C; 到 Gs 的 同 态 , 则 
(1) kerp 是 GG 的 正规 子 群 ; 
(2) Yab €E GPa) 一 MD) SO akery = bkery, 
证 (1) el € kerp, kerg 非 空 .Ya,b E kerp 有 
Pap 1) = (ag(b) 一 ezezl 一 ez， 
所 以 ab € kerg, 由 子 群 判定 定理 有 ker? 所 G1. 
YrEG, Ya EE kerg 有 
Prar 1) = HrIPaI PAT = pr)erflr) 一 ez， 
所 以 xazr-! € kerg, 由 定理 3. 32 知 kerp< GG. 
(2) Ya,b € G1 有 
a) = VB) pla) pb) 一 ez 全 pa Bb) 一 es 
OO alb € kery © akery = tkery. 1 
定理 3. 37 ( 群 同 态 基本 定理 ) 设 G 是 群 , 矿 是 G6 的 正规 子 群 ， 


则 G 的 商 群 G/ 百 是 G 的 同 态 像 . 若 G' 是 G 的 同 态 像 ,GG', 则 
CrAkerp 伍 G'， 
证 “G 的 商 群 G/ 百 是 G 的 商 代数 . 由 定理 1.11 知 自然 映射 是 从 
G 到 G/H 的 满 同 态 映射 ,因此 G/H 是 G 的 同 态 像 . 


设 GLG', 即 gq 是 G 到 G' 的 满 同 态 ,由 定理 3.36 有 kerp< G， 
且 CAkery = {akergla 后 G}. 

在 G 上 定义 二 元 关系 ~,Ya,b EG 有 

a~ ba) = pb). 
则 由 定理 1.10 知 一 是 G 上 的 同 余 关 系 , 且 C 的 商 代 数 C/- 一 
{[e]jia € G)}) .根据 定理 3. 36 可 知 对 任意 a,5 EG 有 
[a] = BS a~6b © MKa) = MB) SO akery = bkery, 
且 有 
[a] :+ [8] = [ab], akerp * bkery = abker®y. 
所 以 G/kerp 就 是 G/ ~, 出 同 态 基本 定理 (定理 1.12) 可 知 C/~ 兰 C， 
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从 而 有 Gykerp 福 Gr， 和 

由 以 上 证 明 不 难看 出 ' 群 同 态 基本 定理 就 是 一 般 代数 系统 同 态 
基本 定理 的 特例 . 

【 例 3.42】 设 ?为 群 G, 到 G; 的 同 态 , 则 

2 为 零 同 态 对 kerp 一 C1. 

证 ?为 零 问 态 入 Vx(z € G > gx) = 60) 

OVYrIrE GrE kerp) oo Okerpo kerp= 0,. 

【 例 3. 43 了 了 设 9 是 群 Cl 到 C: 的 同 态 , 若 GI 是 单 群 (G， 无 非 平 
几 的 正规 子 群 ), 则 9 为 单 同 态 或 零 同 态 . 

证 假设 gp 不 是 单 辣 态 . 由 定理 3. 33 可 知 kergp 关 {e1}. 由 于 GG, 
是 单 群 且 kerp<] G1( 定 理 3. 36) ,; 必 有 kergp 二 GI. 这 就 证 明了 gp 是 零 
同 态 ， 四 

【 例 3.44】 设 GG],G» 分 别 为 72 » 72 阶 循环 群 ,证 明 Gs 是 G 的 同 

态 像 当 且 仅 当 zj. 
| 证 设 C， = a) ,GO = (上 ). 

完 分 性 . 令 mr Gl 一 Gs, la) = 5 ,i 二 0,1,…,m 一 1. 由 于 
nlm, 必 有 a' = 二 ai 一 m|(i— 7) =>n|(i—7)) 字 才 一 六 ,9 是 G 到 G， 
的 映射 . 易 见 是 满 射 . Yar,ar € Ci 有 

Paiai) = Haiti) 一 pti 太一 Fa ga’), 
因此 G, Gs,G, 是 G; 的 同 态 像 . 


必要 性 . 设 G: 一 G:, 由 同 态 基本 定理 有 Gy G,/kerg， 即 1G:| = 
[|G /kerg| ;从 而 有 [LG : kerg] = JCiykerp| = 由 Lagrange 定理 可 
知 ,[Gi : kergj] 整除 |G,| ,这 就 推出 nj a 
【 例 3.45】 设 > 是 群 C, 到 G， 的 满 同 态 ,kerp = 天 , 令 
S11= {HIH<G,A KCSH), 
$2 = {HIH < 6G,). 
则 存在 双 射 £: S， 一 zy fF(H) = pH), YH € Sl. 
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证 ” 任 取石 € Si, 由 定理 3.35 知 KKH) 专 

虽然 HF!19H)). 任 取 a EV 1H))， J E HH), 必 
存在 6 E 好 使 得 ra) = 4X5). 根 据 定理 3.36 知 akery 一 Bkerg, 从 而 
4a € Bkerg 一 bK. 而 由 6E€E HH 知 6KK 己 玉 , 所 以 有 a &€ HH. 这 就 推出 
TH=¢ (9H)). 

假设 FCB = fCH2), Hi,H2 € S1, 则 有 

fHD) = f(H;) = HH) = (H.,) 
HHD)) = 9HKH)) 之 H,= H:. 

所 以 地 是 单 射 的 . 

任 取 百 ES, 则 rr:CG) EGG, 且 ee gCH), 9 (7) 非 空 
任 取 a,5 E V1CH), 则 

at 1) = Hab) 

gla)，9K5) E 五 ,五 是 Cs 的 子 群 , 必 有 红 a5 ') GE 态 , 从 而 有 ab 生 
yg-1H). 这 就 证 明 9 CH) 委 C 易 见 玉 三 9 1(H), 因 此 有 (五 ) 
Ee SF = 五 .了 是 满 射 的 . 量 

【 例 3. 46〗 C 是 群 ,N <4 G,K 反 G, 证 明 

(NKEG,NG NK 

(NNKG 天; 

(3) NK/N 宕 天 /CN NK). 

证 (0)yeENK,NK 非 空 . - mkisnzks E NK, 则 

(nki1) (nzks) 一 nikikz nz ! 一 mkin' kri! 一 nnz 天 天 2 1 ， 

mk nk ENKR, 所 以 六 到 委 C 

显然 N 是 NK 的 子 群 , 任 取 xE€ NK, 必 有 xEG. 由 于 NIG 
zzN = Nx; 所 以 N NK. 
(2) 显然 N 站 KK 过 K, 任 取 x ENNK,kEK 有 

krk i = nkk I EN, 
krk-! 所 下 (因为 下 ,工大 :都 属于 天 )， 
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所 以 kxk-! EN 站 KK, 从 而 推出 NN 人 NK I K. 

(3) 令 p: NK 一 天 /CN NN K), 

gong) = CN NY EK), Ynk €E NK. 

易 证 9 是 NK 到 K/(N 由 K) 的 映射 . 任 取 (N 人 Kk 
K/CN NK), 则 存在 nk € NK ,使 得 gnk) 二 (N 站 KK) 北 ,9 是 满 射 . 

任 取 nik1s nt2k?2 € NK, 

gmkinzke) 一 Hninskikz) 一 CN NM K)k kz 
一 (CN NN KRAN 门 Kks = Pmki) nsks), 

p 是 NK 到 KK/(N NN K) 的 满 同 态 , 且 

kerg— {nk|lCN MN KDE = NMNK}= (nklkEN NK} 

= {nklk €E N} = N, 

由 同 态 基本 定理 有 NK/N 实 天 /CN NK). B 

[ 例 3.47】 G 是 群 ,H<I G,K < G,HCK, 则 

G/K 二 (G/HY)/ (KIH). 
证 ”定义 9: G/H 一 G/K,HHa) = Ka, VY Ha € G/H. 
则 有 
Ha= Hb ab!te H>ab!EK> Ka= Kb, 

”9 是 良 定义 的 . 任 取 Ka € G/K, 则 Ha € G/HH ,使 得 CHa) = Ka， 
所 以 ?是 满 射 的 . 

对 任意 的 Ha, H5 € G/ 玉 有 

pHa Hb) = HHab) = Kab = Ka Kb = HHa)MAHb), 
因此 ?是 满 同 态 , 且 

kerp = (Baia € K} = K/H. 

由 同 态 基本 定理 有 G/K 衬 (G/H)/(K/H). 时 

下 面 考虑 群 的 自 同 态 和 自 同 构 ， 

定义 3.25 设 G 是 一 个 群 ,G 到 G 的 同 态 称 为 G 的 自 同 态 ,G 到 
G 的 间 构 称 为 自 同 物 . G 的 全 部 自 同 态 的 集合 记 作 EndG,G 的 全 部 
自 同 梅 的 集合 记 作 AutG. 
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定理 3. 38 G 是 群 , 则 EndG 关于 映射 的 合成 运算 构成 一 个 独 
异 点 ,AutG 关于 映射 的 合成 运算 构成 一 个 群 . 

证 ” 任 取 o,r € EndG, 则 go,r € G*, 且 or € Ge 对 任意 的 a,5 
和 所 如 有 

grab) =—=o(rt(ab)) = alr(a)r(b)) = ol(r(a))o(r(d)) 
=or(a)or(o). 

这 就 证 明 sz € EndG. 恒 等 映 射 zc 是 EndG 中 的 单位 元 ,映射 的 合成 
满足 结合 律 , 所 以 End 关于 映射 的 合成 运算 构成 半 群 和 独 异 点 . 

易 见 AutG 关于 映射 的 合成 构成 独 异 点 ,对 任意 o E AutG,c 
是 a 的 道 元 ,所 以 AutG 关于 映射 的 合成 运算 构成 群 , 称 为 G 的 自 同 
构 群 . 目 . 

定义 3.26 GG 是 群 ,，XEG, 令 多: GG, Pla) 一 az 1， 
Ya € G. 易 证 是 G 的 自 同 构 , 称 为 内 自 同 构 .6G 的 所 有 内 自 同 梅 的 
集合 记 作 InnG. 

定理 3. 39 C 是 群 , 则 InnG < AutC. 

证 ”全 等 映射 Tc 一 &, InnG 非 空 . 任 取 y€G, 则 Ya E G 有 
Fa) = yay. 

任 取 ,gE€ InnG, 则 Ya EG 有 

Pa) PY 1ay) = ry ay 
= (zy alry ) = $,-1(2). 

这 说 明 gpg! € InnG, 从 而 有 InnG 委 AutG. 

任 取 oE€ AutG ,多 EE InnG, 则 Ya EG 有 

oppo (a) = oll (a))) = olro (a)r ') 
=—o(x)alo l(a))aoltr) 1 一 or)ac(r)! 一 gr (a). 

这 就 推出 sg.o! € InnG, 因 此 有 InnG < AutG. . 

【 例 3.48】 G = (2Z;, 甸 ) ,外 为 模 3 加 法 .G 上 的 自 同 态 有 三 个 ， 
即 
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po: Ls > Ls, GolT) = (pr)mod3, p = 0,1,2, 其 中 
和 h: 0Fz> 0，1Fr 0, 2 上 > 0, 零 同 态 ， 
2: 0F> 0, 1rr 1, 2F> 2, 恒 等 映 射 , 同 构 ， 
多 : 0H> 0，1hr 2, 2 hr 1， 同 构 ， 
EndG = {W998}, AutG = {9 ,9), InnG = {9}. 
【 例 3.49】 设 C 是 群 , 妃 是 所 的 子 群 , 则 五 是 G 的 正规 子 群 当 
且 仅 当 对 任意 的 中 E InnG 都 有 多 (五 ) GE 五 . 
证 ”必要 性 .五 饼 C, 根 据 定理 3. 32 可 知 对 任意 的 zE GE 
五 都 有 xzRzrlE 万 
任 取 2 € gC), 则 了] h€ 五 使 得 a = zz 必 有 aeE 五 , 因 
此 多 (五 ) SH. 
充分 性 . 任 取 Zz EG,hE€EHH, 有 xhr!E€ gp(H), 由 于 9%(H)CS 
H,rhr ee 玉 , 所 以 有 HH CG. a 
【 例 3.50】 设 8 为 群 G 的 自 同 构 ， | 
(1) Yx EG, 阁 zz 的 阶 存在 , 则 |zl = |gx)|; 
(2) 若 HG, 则 之 gq(H)， 
(3) 若 互 邓 C, 则 YE < G, 且 G/FH 过 G/g(H). 
证 (1)Yx€G, 若 |z| 二 有 , 则 有 
POT) = Pz) = ple) 一 e， 
由 定理 3.8 知 |gkx)| 是 x 的 因子 . 
下 面 证 明 yg ' 也 是 6G 的 自 同 构 , 显然 7! 为 双 射 . 任 取 x,y € G， 
必 存 在 a,5b € G, 使 得 gla) = xz,9X(6) = y, 因 此 可 得 
PTy) = FP PE) = gab)) = ab = gr) yy). 
根据 上 面 的 证 明 可 知 lg :Coz))| 是 g(x)| 的 因子 ,这 就 推出 
| 12Cz) |. 
综合 上 面 的 结果 有 |z| = |PCz)|. 
(2) 已 知 8: G 一 G 是 同 构 , 则 9 eH; 互 一 红 瑟 ) 是 双 射 ,也 是 同 
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态 上 映射 ,所 以 有 瑟 宇 gH). 
《3) 根据 定理 3. 35 可 知 9H) dG. 令 g: G/H 一 GCG/HH)， 
gCHa) = HH)Y(a), YHa € G/H. 
任 取 Ha, Hb € G/ 晶 , 则 有 
Ha= HbSOab EHO lab ™') €E HH) 
PAE) E HH) SO HH)Ra) = HH)PD), 
从 而 推出 g 是 良 定义 的 ,也 是 单 射 的 ， 
任 取 9AHD)5b E G/TAH), 则 p18) EG, 且 
gCH¢Y (6) = HY 8)) = HL. 
这 就 证 明了 g 是 满 射 的 . 
最 后 我 们 来 验证 g 是 G/H 到 G/q9LH) 的 同 态 . 任 取 Ha,H6 E€ 
G/ 理 , 则 有 
g(Ha Hb) =g (Hab)y = HH)9(ab) = rH)G(a) gL) 
=HH)9a mH) RE) = gHayg (Hb). 
8 是 同 构 ,于 是 G/H 实 G/9H). 


§3.8 群 的 直 积 


群 的 积 代数 就 是 群 的 二 积 . 下 面 考虑 群 的 内 直 积 . 

定义 3.27 设 G 是 群 , 居 ,L 是 G 的 子 群 .9: K XL KL, 
rt = AL,YkR EK,YIEL. 若 yp 是 KK XL 到 G 的 同 构 , 则 称 G 
是 天 和 工 的 内 喜 积 , 记 作 CG 一 大 义工 . 

fg 例 3.51] 设 G= (Ze 四), 玉 一 10,2,4}) 一 (2 二 一 10,3) 
= 《3), 则 天 和 工 都 是 G 的 子 群 . 

KXL= {0,0),0,3),(2,0), (2,3),44,0), <4,3)} 

= ((2,3))， 

KL = {0,3,2,5,4,1} = 二 《5),， 
易 见 下 X 工 ,KL 是 同 构 的 ,所 以 G= 二 xL. 

关于 内 直 积 有 以 下 定理 . 
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定理 3.40 设 G 是 群 , 玉 和 工 是 G 的 子 群 , 则 G 一 天 X 工 当 且 
仅 当 下 面 的 条 件 成 立 : 

(DKKYG,LdG; 

(2) K NL= {e}; 

(3) G = KL. 

证 ”必要 人 性 . 令 

Ki = ((k,e}lk € K}, 
Li= {el) E 工 }， 
易 证 天 和 工 | 是 天 义工 的 正规 子 群 ,上 且 天 X 工 一 Ki. 定义 
9: KxL—>G, kL = kl, 
则 KK1) 一 天 ,PC = 工 . 由 于 9 是 同 构 ,KK 和 工 是 G 的 正规 子 群 ， 
且 
KK) NFL)= KNML. 

由 于 

pHAKRY) NAL Eg AKD) NG AD) = KN LL, 
天 自 瑟 一 (eye 所 以 

PK) 站 HL1) co HK) 门 L1) = {lese)}) eT {e}. 

这 就 证 明了 KK 站 工 = {e}. 

易 见 车 G. 任 取 x EG, 由 Fp 是 同 构 可 知 必 存 在 k&E€ K,i EE 
工 使 得 (4,1)) 二 + 且 z = 忆 E€ KL, 于 是 有 G 性 KL 综合 这 两 方 
面 的 结果 必 有 G = KL. 

充分 性 . 任 取 &E 天 ,GE 工 , 先 证 下 一 引 , 令 

2 一 天 一 17 一 1K7 ， 

则 由 天 包 G 可 知 六 好 一 人 (DGE 天 ,因此 xz Ee K. 又 由 LL 
C 知 一 RD 和 了 工 :因此 zxE 工 .由 已 知 条 件 乓 门 工 
一 {e} 得 二 e, 即 1ki = e, 从 而 证 得 有! 一 中 

令 pgp; K x LL- KL, pk) 一 好 YE 天 ,1 E 工 则 - 
YARistiyy (R22) EKXLIL 有 
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PC《R1 (Earlz>) = PR Rs, Lda)) = kkoll, 
=Riliksds 一 Fk LP Rs ,La)). 

?是 同 态 映射 . 易 见 2 是 满 同 态 . 

vkEK,IEL 有 

(RA) EE kerpg Oh =eOk=I => klIEKAkIEL 

>k,IEKfNL>k=!l=6, | 
所 以 ker9? 一 {(eye)} ,由 定理 3. 33 知 8 为 单 同 态 . 这 就 证 明 wp 是 天 x 
工 到 天 工 的 同 构 ,由 G 一 KL 可 知 p 是 KX 工 到 GG 的 辣 构 ,所 以 G = 
KxL. n 

【 例 3.52】 设 G 是 pq 阶 循环 群 ,p 和 9 是 不 相等 的 素数 ,天 和 
工分 别 为 G 的 请 阶 子 群 和 se 阶 子 群 , 则 G 一 天 X 工 . 

证 天 和 工 也 是 循环 群 , 令 KK= 《a), 上 二 (6), 则 KG,L 
G. 任 取 zE€EKNL, 则 |zx||p,|z1|q. 又 由 于 (8p,9) 一 1, 所 以 |z| 一 
1, 即 天 门 工 一 1e)}. . 

ab € KL, 有 lab| = |al 16 = pq, 因此 KL=G, 由 定理 3. 40， 
G=EKxL. 最 

定义 3. 27 和 定理 3. 40 可 以 推广 到 个子 群 的 情况 . 

定义 3.28 设 G 是 群 ,G1,G;,…,G, 是 GG 的 子 群 . 设 

P: GX Gs Xo XG GG2G.,, 

Htaiyaz a)) 一 Claranyyai E Gs i = 1,2,.…,n. 
车 8 是 GG XGxXx-… Xx G 到 GG 的 同 构 , 则 称 忆 是 Gi,G;,*…,G， 的 内 
直 积 , 记 作 GG = GX GX XG,. 

限于 篇 辐 , 上 略 去 证 明 , 我 们 仅 给 出 定理 3. 41, 它 是 定理 3. 40 的 推 
广 形式 . 

定理 3.41 设 G 是 群 ,G1,G:,…,G, 是 G 的 子 群 , 则 G = Gx 
Gz X … XG, 当 且 仅 当 以 下 条 件 成 立 ， 

(1) GA G,7i = 1,2,.,n; 

C2) G; MN CC Gr"G, 一 {e) i = 1,2," ,nn 
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(3) C 一 CC 

作为 本 章 的 结束 ,我 们 给 出 一 个 群 的 应 用 实例 ~ 估计 加 法 器 
的 时 间 复杂 性 下 界 . 先 定义 电路 . 

定义 3. 29 ”如 果 一 个 电路 至 多 有 个 输入 , 则 称 这 个 电路 为 
电路 . . 

图 3. 5 的 电路 就 是 一 个 ~- 电路 ,为 了 简 "个 输入 
便 起 见 , 假 设 在 网 络 中 的 每 个 >- 电路 的 延迟 上 | 


时 间 都 是 1 个 时 间 单 位 . ID 
定理 3.42 用 盖 电路 计算 一 个 天 元 函 
数 至 少 需要 [log, m1]@ 个 时 间 单 位 . | 输出 


证 设计 算 m 元 函数 需要 :级 /_- 电 路 ， 图 3.5s 
则 有 mm 所 x 而 上 级 电路 的 延迟 时 间 为 + 个 时 
和 间 单 位 , 故 : 尝 Tlog, m1 | n 


令 Z,= {0,1,-… ,nn 1) ,考虑 Z, 上 的 加 法 .对 任意 的 xz Zs 
的 二 进 制 表示 有 nm 位 ,其 中 第 : 位 记 作 (z),. 易 见 Z, 关于 模 % 整数 加 
法 四 构成 群 .Yr,y E Z, 令 一 ， 表示 y 的 道 元 ,x 一 y 表示 
+ 人 名 (一 ,TOOY 表示 (zy)modn, 则 * 

TOZ= {rzlz € 2,) 
是 Z, 的 子 群 . 因为 0 一 了 四 06Ez 因 zx 四 2Z. 非 容 . 任 取 x zx， 
XO zs € 他 Z, 有 
(x © z1) D (x 四 xz) 一 x C9 (zl Pz) < I Z., 

根据 定理 3. 11,z @ 2Z, 是 Z, 的 子 群 . 

引 理 设 (Z., 四 ) 是 群 ,riyE ZsiE (1,2,…,m). 如果 Yz 
Zs, 有 (zx 四 >), = (y 四 >), 则 对 于 任意 的 zx € (zx 一 3 的 2 有 (zy)， 
一 0. 

证 VYz€2Z, 由 (zx 外 z), 一 (y 中 >) 得 


外 「z]1 表 示 大 于 等 于 = 的 最 小 整数 . 
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(之 一 2) DBD >)， = 二 《z 轴 (— BDz) = (Cy ~ y) BDz) 一 (Cz)i 
任 取 uw E (zf 一 的 Zs 则 w= 二 (TT 一 了 的 z,z EZ 车 z 二 0, 则 
# = (ry) 000 = 0,u),= 0, 
假设 z = == 0,1,…,n 一 2) 时 有 
(7 一 《一 ?了 ) OE), = 0, 
则 当 z = 二 十 1 时 有 
UU= (tO— yO = ry Bl yO), 
从 而 得 到 
(i= (zr WBN OOD) = (rz) ORE,= 0. 
1 
定理 3.43 设 (2,, 中) 是 群 , 若 存 在 a EE 2Z.,a 关 0, 且 a 属于 2Z， 
的 每 一 个 非 平 凡 的 子 群 , 则 对 于 任意 的 模 n 加 法 器 工 总 存在 着 某 个 
输入 使 得 工 译 少 依 束 于 输入 的 2flogs” | 位 . 
证 ”由 a 闫 0 可 知 存在 i 使 得 (a); 隆 0. 下 面 证 明 荆 的 第 i 位 输 
出 至 少 依赖 于 每 个 输入 的 [ogzn | 位 . 
假设 工 的 第 i 位 输出 至 多 依 束 于 某 个 输入 的 flogzn] 一 1 位 .由 
于 每 位 有 0 或 1 两 个 状态 ,输入 状态 至 多 2fesoi :一 2 种 .因此 存在 z， 
yEZ,I 关 y， 且 VYzE€ 2 有 (时 xz) = 二 (y 外 zz),. 根据 引 理 ， 
(zx 一 y) 名 2Z, 是 Z. 的 子 群 , 且 它 的 每 个 元 素 的 第 i 位 是 0, 这 就 与 
ae (rz 一 y) 四 Zoo 旦 (Ca 天 0 耶 盾 . 国 
我 们 称 定 理 3. 43 中 的 a 为 无 所 不 在 的 元 素 ， 
推论 1 若 Z, 中 含有 一 个 无 所 不 在 的 元 素 , 则 用 盖 电路 计算 Z， 
中 的 加 法 至 少 和 需要 站 og-(2[iogzn1) | 个 时 间 单 位 . 
证 ”由 定理 3.43 和 定理 3. 42 可 得 . B 
推论 2 车 2 中 不 存在 无 所 不 在 的 元 素 ,H 是 2, 的 子 群 ,下 中 
存 在 一 个 无 所 不 在 的 元 素 , 则 用 一 电路 计算 Z, 中 的 加 法 至 少 需要 
[log(2flog:| 鼠 11 个 时 间 音 位， 
证 ”Z. 中 却 法 的 时 间 复 杂 性 下 界 大 于 等 于 五 中 加 法 的 时 间 复 
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杂 性 下 界 ， a 

下 面 考 虚 Z, 中 是 否 含有 无 所 不 在 的 元 素 - 

引 理 1 设 ”= 广 ,p 是 素数 ,i 是 正 整 数 , 则 Z. 中 含有 一 个 无 所 
不 在 的 元 素 . 

证 ”2Z,. 是 n 阶 循环 群 ,根据 定理 3.13, 对 于 x 的 每 个 正 因子 p'， 
7 一 1;2,*…"i 一 1, 在 Z, 中 存在 着 唯一 的 p! 阶 子 群 . 易 见 p,p?，…,p'! 
是 这 些 非 平凡 子 群 的 生成 元 . 因此 zz € 2Z,.,p"! 关 0, 且 p"! 属于 
Z 的 每 一 个 非 平凡 子 群 ,是 Z, 中 无 所 不 在 的 元 素 . a 

引 理 2 n= prip2…pr ,其 中 pi,pz，… ,pr 为 各 不 相间 的 碌 数 ， 
ii 为 正 整 数 , 则 在 QZ. 中 不 含有 无 所 不 在 的 元 素 , 且 2Z。 中 含 无 
所 不 在 元 素 的 最 大 非 平凡 子 群 的 阶 为 max {pp ,… ,pi). 

证 令 Gi 一 ( 贡 站 六 和 pe 一 1 2 则 G) 是 Z。 
的 地 阶 子 群 , 且 当 j 关 /1 时 Gj 人 站 Gi 一 (0}. 将 Z. 作 直 积 分 解 得 Z. 一 
Gi X G: X … X G4. 易 见 Z。 中 不 存在 着 无 所 不 在 的 元 素 , 否 则 与 G)， 
门 CG=(10)0C7 关 人 矛盾 .根据 引 理 1, 每 个 如 中 存在 着 无 所 不 在 的 元 
素 ,Z。 中 含 无 所 不 在 元 素 的 最 大 非 平凡 子 群 的 阶 为 max{f1cyl， 
1Cz1 Ce = max{ 户 0 ， 户 2 ,pe)}. a 

定理 3.44 (1) n 二 .pp 为 素数 ,i 为 正 整 数 , 则 用 r- 电路 计算 
Z, 中 加 法 至 少 需 要 flog.f 2iog2 1)] 个 时 间 单 位 ， 

(2) 1 二 pip2…p# 是 nn 的 素 因 子 分 解 式 , 则 用 rr- 电路 计算 Z, 中 
加 法 至 少 需要 [log.(2Tlogztln)1])]| 个 时 间 单 位 , 其 中 tn) = 
max {pi ,p72,.… ,pr). 

证 (〈1) 由 引 理 1 和 定理 3. 43 的 推论 1 得 证 . 

(2) 由 引 理 2 和 定理 3. 43 的 推论 2 得 证 . UU 
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习 题 三 


-人 ,09) (on) (eo)) mor 


阵 乘 法 构成 一 个 群 . 

2 设 避 是 群 ,uw € G, 在 G 内 定义 。 运 算 如 下 :Ya,b € Gao 二 aw-'5, 证 明 
CC 关于。 运算 构 成 群 . 

3. 设 忆 是 整数 加 群 (Z, 十 ), 在 G 内 定义 运算 如 下 ;Yasb € Ga 二 a 
一 2, 证 明 G 关于 。 运 算 构成 群 . 

4- 设 G 是 群 ,定义 G 内 的 * 运算 如 下 :Ya,5 € G,a#5 二 ba. 证 明 (G,*，) 
是 群 . 

5. 证 明和 矩阵 

1 0 woO ro2 0 | pe Wi 
[a ep a i x | 

组 成 的 集合 关于 矩阵 乘法 构成 群 ,其 中 凤 = 1, zw 尖 1. 

6. 设 C 是 群 ,a 避 ECG, 且 (ce5)2 一 az52 ,证 明 ab 二 ba. 

7. 设 忆 是 群 ,x,y € G,k € 2Z+ ,证明 

Cr yx) 二 Xtytz 的 充 要 和 条件 是 yy 二 y. 

8- 证 明定 理 3.2 的 (2),(4) 和 (5)， 

9. 设 G 是 群 ,a,8,c € G, 证 明 

(01) |8-iab| = lal; 

(2) lab| = lbal; 

(3) labe| = ace = |cab|; 

(4》 若 pa 一 a*b", 则 la™w6"r ?| 二 |ab"™1|,|a"-265"| 一 la 一 场 |. 

10. 设 C 是 偶数 阶 群 ,证 明 G 中 必 存 在 二 阶 元 . 

11. 设 C 是 非 交 换 群 ,网 G 中 存在 着 非 单位 元 ae 和 za 关 5 目 a8 = 5a. 

12. G 是 群 ,wyviywz1v; EG 有 8 

IV 一 VR avo = Voizy 
二 态 二 v9 一 vi 二 e. 
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若 (p,9) = 1, 证 明 ww = zy 一 mm 
13. 设 G 是 M,(R) 上 的 加 法 群 ,n 渤 2, 判 断 下 列子 集 是 否 构成 子 群 . 
《1) 全 体 对 称 矩 阵 ; 
(2) 全 体 对 角 和 矩阵 ， 
(3) 全 体 行 列 式 宇 0 的 矩阵 ; 
(4) 全 体 上 (和 下} 三角 和 矩阵 . 
14. 设 G 是 群 ,un E G 且 a 一 ee, 令 
= {x|z EGA za=ar}, 
证 明 如 是 G 的 子 群 . 
15. 找 出 满足 以 下 条 件 的 群 G， 
《1) 只 有 一 个 子 群 ; 
(2) 只 有 两 个 子 群 ， 
(3), 只 有 三 个 子 群 ， 
16. 设 Hi1, 瑟 ; 是 G 的 子 群 .证 明 HH; 是 GG 的 子 群 的 充 要 条 件 是 HiH, 一 
如 ,HH ,其 中 
HH; = {hhslhy € 五 A hs € H2}， 
五 :万 = {hzhlhs € FH; A hi € Hl}. 
17. 设 本 ,Hi,Hz,H' 是 G 的 子 群 ,HC 己 Hi ,Hs E 和, 证明 
2 NN HN 五 :一 (站 HHN H2). 
18. (1) 找 出 题 ] 中 群 G 的 所 有 子 群 并 画 出 G 的 子 群 格 . 
《2) 找 出 题 5 中 群 G 的 所 有 子 群 并 画 出 G 的 子 群 格 ， 
19. 设 G = (a) 是 15 阶 循环 群 . 
《1) 找 出 G 的 全 部 生成 元 ; 
(2) 找 出 2 的 全 部 子 群 并 面 出 C 的 子 群 格 . 
20. 设 G 是 群 ,a,5 ECG,lal = p,p 为 素数 , 若 a 区 2) ,证 明 
‘a) NM (6) = {0}. 
21- 设 G 是 rs 阶 循环 群 ,《r,s) = 1, 玉 ; 和 五; 分 别 为 G 的 +;s 阶 子 群 . 证 明 
G = HH,, 
22. 设 G 二 (a) 是 循环 群 ， 于 一 (oa 二 (a') ,r,s 是 非 负 整数 , 证 明 
Hi Nn Hz = (as), 其 中 4 = [r,s]. 
23. 证 明 任 何 无 限 群 有 无 穷 多 个 子 群 . 
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24. 在 Ss 中 设 
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 
w(t 1 5 2). 
计算 : 
(C1) or:raya-lyr 13 
(2) 将 和 7 家 成 不 相交 的 轮换 之 积 和 对 换 之 积 . 
25. 证 明 S, 可 由 {0(12), (13),*…，(1n)} 生成 ,也 可 由 和 (12)，(23),*…， 
tn 一 ] nn)} 生成 . 
26. 在 Ss 中 设 
i ye 
好 一 fr 一 
2 3 5 1 4/， 5 3 1 2 4 
(1) 求解 群 方程 oz = 二 + 和 yo = Tr; 
(2) 求 lal 和 [rl. 
27. 在 S, 中 到 子 群 号 一 ((1234)), 写 出 互 在 S 中 的 全 部 右 陪 集 . 


28. 设 G 二 { "| EE i of ,G 关 于 抢 阵 乘法 构成 一 个 群 .五 一 


外 ?] | Qj 是 6 的 子 属 . 求 万 在 G 中 的 全 部 左 陪 入 . : 


29. 证 明定 理 3. 25. 

30. 设 二 i,, 映 ; 分 别 是 G 的 7,s 阶 子 群 .车 (r,s) = 二 1, 证 明 Hi 们 HH; = te}-. 

31. 设 p 是 素数 ,mm 是 正 整数 . 证 明 加 阶 群 必 甩 阶 子 烙 . 

32. 设 忆 是 有 限 群 , 玉 是 G 的 于 群 ,H 是 下 的 子 群 .证 明 

LG: H]= [6G: KLK': H). 

33, 设 4,B 是 群 G 的 有 限 子 群 , 则 

(1) [48| = 长 RS 

(2) 若 (141,181) = 1, 则 1481 = 1411B1. 

34. 证 明 5S, 中 同一 共 罗 类 的 元 素 都 具有 相同 的 轮换 指数 . 

35. 求 题 26 中 的 " 和 上 的 轮换 指数 . 

36. 证 明定 理 3. 29. 

37. 若 把 群 看 作 具 有 一 个 二 元 运算 、 一 个 一 元 运算 和 一 个 零 元 运算 的 代数 
系统 ,证 明 共 元 关系 是 群 上 的 局 余 关系 . 

38- 设 G 是 4 阶 群 ， 

(1) 若 G 为 循环 群 人 a) , 求 G 的 所 有 共 罗 类 ， 
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(2) 车 G 为 Klein 四 元 群 , 求 G 的 所 有 共 思 类 . 
39. 设 C 为 群 ,a € G,Nta) 是 a 的 正规 化 子 .证 明 Yz EG,zx 'az 的 正规 化 
守 Nir lar) 一 工 -LN(Ca)z. 
40. 设 G 为 有 限 群 ,ae G, 若 Ia| 二 有 ,| or1 二 ,证明 整除 大 
41. 设 恕 为 n 阶 群 ,aoEG, 若 lel| = 大 C 是 所 的 中 心 . 且 1C| 一 ce- 证 明 & 整 - 


除 二 . 

42. 证 明 循 环 群 的 任何 子 群 都 是 正规 子 群 . 

43. 对 于 题 28 中 的 G 和 互 证 明 互 是 CG 的 正规 子 群 

44. 设 和 ,及 是 G6 的 子 群 ,太一 (N UK) 是 由 NU KK 生成 的 子 群 ,车 入 是 
FH 的 正规 子 群 , 则 HH = KN. 

45. 设 入 是 GG 的 正规 子 群 , 且 |N| = 2. 证 明太 三 C, 其 中 C 是 G 的 中 心 ， 

46. 设 是 全 体 n Xn 实 可 逆 矩 阵 关于 矩阵 生 法 构成 的 群 ,五 是 品 中 全 体 
行列 式 大 于 0 的 矩阵 集合 - 

{1) 证 明 五 SC 

(2) 计算 [G :五 ]. 

47. 设 

Gi= (AIA € MQ) A 人 141 关 0}， 

其 中 M.(Q) 是 有 理 数 域 上 的 = 阶 矩阵 集合 (= 之 2). Gl 关于 矩阵 二 法 构成 群 .9 
是 Gi 到 G: 二 (R",-) 的 映射 ,74)= 二 [4l,YAE MM.(Q) ,其 中 :为 普通 科 法 . 
(1) 证 明 8 是 Gi 到 Gs 的 同 态 映 射 ， 

《2) 求 出 VG1) 和 kerg 

48. 证 明 除 零 同 态 以 外 ,不 存在 (QQ, 十 ) 到 (2, 十 ) 的 同 态 映射 . 

49. 设 呈 是 群 G1 到 Gi 的 同 构 ,p 是 群 Gz 到 5; 的 同 构 , 证 明 9op 是 群 C 到 
G; 的 同 构 . 

50. 设 p 是 群 G1 到 G; 的 同 构 , 证 明 w'! 是 Gz 到 Gi 的 网 构 . 

51. 设 8 是 群 G, 到 G* 的 同 态 映射 ,证 照 

(1) 若 五 是 G: 的 子 群 , 则 到 :CD) 是 C 的 子 群 ! 

(2) 车 蝇 是 Gz 的 正规 子 群 , 则 p71H) 是 Ci 的 正规 子 群 - 

52. 设 Gi 二 (a) ,Gs 二 人 6) 分别 为 m,n 阶 循环 群 . 9: G1 一 Cevg(a ) 一 Ee， 
1 ;1pm 一 1 证明 p 为 G; 到 Gs 的 同 态 映 射 当 且 仅 当 nlmk. 
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53. 设 p 是 群 G1 到 G; 的 满 同 态 映 射 , 吾 是 G 的 子 群 . 若 | 娓 | 与 1G,| 互 察 ， 
证 明 五 位 kerg 

54. 设 瑟 是 @ 的 子 群 ,是 G 的 正规 子 群 .如 果 | 妃 { 与 [G : N] 互 素 , 证 明 
互 是 N 的 子 群 . 

55. 设 gq 是 群 G 到 G; 的 满 周 态 ,N 是 Gi 的 正规 子 群 , 且 kerpS N. 证 明 

GN > Ca/p(CN)， 
56. 设 吾 ,KK 是 群 G 的 正规 子 群 ,证 明 
: G/HK = (G/HY/ CHK/H)Y. 

57, 证 明 阶 为 p? 的 群 必 是 交换 群 ,其 中 是 素数 . 

58. 设 避 是 pq 阶 交换 群 , 声 ,q 为 不 相等 的 素数 . 对 于 G 的 任 一 子 群 瑟 ,证 明 
G/F 是 循环 群 . 

59,. 证 明 在 同 构 的 意义 于 Klein 四 元 群 是 5, 的 正规 子 群 . 

60. 设 ?是 群 G 的 满 自 同 态 , 若 G 只 有 有 限 个 子 群 ,证 明 pp 是 避 的 自 同 构 . 

61. 在 群 G 中 定义 mr Tx-1, Yx E€ G, 证 明 p 是 G 的 自 同 构 的 充分 必要 
条 件 是 @G 为 交换 群 . 

62. 设 如 一 (a) 是 阶 循 环 群 ,t 是 正 整 数 . 定义 

Pi: He 一 0 一 ]. 

证 明 

(1) 98:, 是 G 的 自 同 态 ; 

《2) 9, 是 GG 的 自 同 构 当 且 仅 当 (n,t) = 1. 

63, 设 G 是 群 ,C 是 G 的 中 心 ,证 明 G/C 过 InnG. 

64. 证 明 在 同 构 的 意义 上 只 有 两 个 10 阶 群 . 

65. 对 什么 样 的 群 G,InnG 只 含 一 个 恒 等 映 射 ? 

66. 设 Cl,G: 是 群 ,证 明 G，X Gl 之 GX G. 

67. 设 厂 ;是 G1 的 子 群 , 厂 , 是 Gs 的 子 群 ,证 明 Hi x 万; 是 Gi X G; 的 子 群 . 

68- 设 瑟 和 天 是 C 的 正规 子 群 , 且 已 门 玉 一 {fe}. 证 明 G 与 G/H x G/K 
的 一 个 子 群 同 构 . 


69. 找 出 Gl XxX G, 的 两 个 商 群 G， X G/N, G1 XxX Co/ Ni 使 得 


- GG Xi cy; 六 Ca x Gaj 
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第 四 章 环 与 域 


环 和 域 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 . 本 章 先 给 出 环 的 定义 
和 性 质 ,然后 讨论 子 环 、 理 想 、 商 环 以 及 域 


§ 4.1 环 的 定义 和 性 质 


先 给 出 环 的 定义 . 

定义 4.1 设 (R, 十,*) 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,如 末 
满足 以 下 条 件 : 

(1)._《R, 十 ) 构成 Abel 群 ， 

(2)《R,…) 构成 半 群 ， 

(3) 忍 中 的 。 对 十 适合 分 配 律 ， 

则 称 <R, 十 ,是 环 ,并 称 十 和 .分别 为 环 中 的 加 法 和 乘法 . 

【 例 4. 1】 

(1) 整数 集 Z ,有 理 数 集 Q@, 实 数 集 RR 和 复数 集 C 关于 普通 数 的 
加 法 和 恨 法 构成 环 , 分 别称 作 整 数 环 ,有 理 数 环 ,实数 环 和 复数 环 . 

(2) 设 n 之 2,M.(R) 为 于 阶 实 矩阵 的 集合 , 则 M.(R) 关于 和 矩阵 
加 法 和 乘法 构成 环 , 称 为 n 阶 实 矩 阵 环 . 

(3) (Z,, 四 , 因 ) 构成 一 个 环 , 其 中 2Z, 一 {0,1,*… sn 一 1} ,Yr， 
y€EZIBy = 二 ymodn, Ir 的 y= 二 (zy)modn, 称 这 个 环 为 机 
n 整数 环 . 

(4) (已 ( 瑟 )， 巾 , 帮 》 枯 成 一 个 环 , 其 中 四 为 集合 的 对 称 差 运算 . 

(5) 设 4G,。) 是 Abel 群 .在 @G 上 定义 * 运算 ,VYzx,yEG,xxy 二 
e， 则 4G,o, * 》 构 成 一 个 环 , 称 为 零 环 . 

为 了 氢 述 上 的 方便 ,通常 将 环 中 加 法 的 单位 元 记 作 0, 而 将 环 中 
元 素 z 关 于 加 法 的 逆 元 称 作 工 的 负 元 , 记 作 一 zx. 如 果 环 中 乘法 有 单 
位 元 ,就 把 这 个 单位 元 记 作 1, 而 将 xz 关于 冬 法 的 逆 元 (着 存在 的 话 》 
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称 为 x 的 道 元 , 记 作 1. 类似 地 ,我 们 可 以 用 xz 一 yy 表示 xz 十 (一 >)， 
nz 表示 式 的 加 法 nn 次 覆 , 妈 nz 一 xz 十 工 十 … 十 zx. 而 用 zx" 表示 xz 的 
个 


乘法 n 次 突 , 即 z 一 zz 


”个 
下 面 讨论 环 的 运算 性 质 . 由 环 的 定义 可 知 , 环 中 加 法 适合 交换 
律 、 结 合 律 ,有 单位 元 0, 每 个 元 素 都 有 负 元 , 环 中 乘法 适合 结合 律 ， 
乘法 对 加 法 适合 分 配 律 . 除 此 之 外 , 环 还 有 一 些 其 它 的 运算 性 质 . 
定理 4.1 设 丸 是 环 , 则 
《1) Ya€ R, a0 = 00a = 0; 
(2) Yao E R, (— a)b = a(— b) =— (ab); 
(3) Ya,b € R, (— a){(— 6b) = ab; 
(4) Yabsc ER 有 
G(B 一 cc 一 ap 一 CCcy 
(6— ea = ba— cca: 
《5) Yarasse" saa bisb2,"" ,bm ER 有 


( D7) ( 站 去 2 2 
(6) Vasb €E R,n EZ, na)b = al(nb) = n(ab). 
证 (1)a0 = 二 a(0 十 0) 一 20 十 a0. 
由 加 法 消去 律 得 a0 二 0, 同 理 可 证 oa = 0. 
《2》( 一 CO 十 ia 一 (一 & 十 a)5 = = 0, 
Gp 十 《一 4)8 一 (aa 十 《一 040 一 0 一 0. 
这 就 推出 (一 sa)5 是 ab 的 负 元 ,根据 人 负 元 的 唯一 性 得 (一 a)6 = 
一 (apB). 同 理 可 证 a( 一 5) 一 一 (az)， 
{3) (— a)(— bb) =— (a(~— 0)) =— (— (ab)) = ab. 
(4) atb ~— ce) 一 Qt 十 《一 c)) 一 吗 十 @ 一 上 ) 
一 48 十 (一 《ec)) 一 ao 一 ac 
同 理 有 (一 c)a = ba ~ ca. 
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(5) 先 证 对 任意 一 1,2,*** sn 有 
ail D2,) = Sab 
对 m 进行 归纳 . 
m 一 2, 由 环 中 乘法 对 加 法 的 分 配 律 有 
az + b2) 一 a 十 aibz. 
假设 mw 一 天 时 等 式 成 立 ; 当 了 一 大 十 1 时 有 


环 寺 1 是 
at > 一 ci >ib; vu bit1) Es ai( S16,) 十 aiberi 
i=1 j=1 j=1 
喘 十 1 


+ 
二 Daib; 十 QibE+1 = Dy aby. 


IJ=1 7 一 1 


同 理 可 证 对 任意 环 中 元 素 乌 有 
(Dea) = Dab 


此 ,( Da) ( 3 Pal 2) = D> 3 
(6) 网 证 (rab Ss ne 考虑 n>0, 对 n 归纳 . 
n 一 1 时 ,左边 与 右边 都 是 ab. 
.假设 = 二 时 等 式 成 立 , 则 有 
(Ck 二 1)a)b= (ka + a)b = (ka)b + ab = klab) 十 Gap 
= (k 十 1)(ab), 
由 归纳 法 知 对 一 切 n € 2Z+ 等 式 都 成 立 . 
当 n 二 0 时, 等 式 两 边 都 是 0， 等 式 也 成 立 . 
当天 所 0 时 ;, 令 二 一 一 和 和 入 2, 则 有 
nab =(— ma)b = (mt(— a))6 一 m((— a)b) = m(— (ab)) 
—— mab) = n(ab). 
间 理 可 证 a(nb) 一 n(ab). | 


定理 4. 1 说 明 环 中 加 法 的 单位 元 0 恰 为 环 中 条 法 的 零 元. 在 环 
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中 作 公式 展开 时 可 以 使 用 定理 中 的 等 式 .， 
【 例 4.2】 设 只 是 环 ,ae R, 计 算 (a 一 ?和 (a 十) 
解 (b= (a Dab)=a— ba abb, 
Cr 
= (at bat ab + 6b) (a + 5) 
一 Q@ ba aba tt bia tab + bab + ab: + bs. 
【 例 4.3】 在 模 3 的 整数 环 Z, 中 解 方程 组 


z 十 2z 一 1， CD 

te 地) 

2z 十 ?一 1. [EY 
解 四 一 加 得 x 一 y=2. 由 
加 十 名 得 3x = 0. 


回 一 中 得 y 一 +=1. 
阁 += 二 0, 则 y= 1; 从 而 推 得 z 二 2. 若 z= 1,y 二 2, 从 而 推 得 
z 二 0. 若 xz 二 2,y = 0, 从 而 推 得 z = 1. 原 方程 组 有 三 组 解 : 


TI 一 0， Xs 二 1， Xs 二 2， 
y= 1， 32 一 2， 3s 一 0， 
21 一 25 Z2 一 0; za 一 1, 


设 (R, 十 ,…) 是 环 , 如 果 环 中 乘法 满足 除 结合 律 以 外 的 其 它 算 
律 ,就 得 到 一 些 特殊 的 环 . 

定义 4.2 设 a,5 是 环 R 中 的 两 个 非 零 元 素 , 如 果 a6 = 0, 则 称 
4 是 R 中 的 一 个 左 零 因子 ,5 是 R 中 的 一 个 右 零 因子 ; 若 一 个 元 素 既 
是 左 零 因 子 又 是 右 零 因子 , 则 称 它 是 一 个 零 因 子 . 

例如 模 6 的 整数 环 中 ,2 四 3 = 0,2 是 左 零 因子 ,3 是 右 零 因子 ， 
又 由 于 加 是 可 交换 的 ,所 以 2 也 是 右 稚 因子 ,3 也 是 左 零 因子 .2 和 3 
都 是 零 因 子 . 

定义 4.3 设 尺 是 一 个 环 ,对 于 任意 的 a,6 € RR, 若 a5 = 0, 则 有 
4 二 0 或 5 二 0, 就 称 RR 是 一 个 无 零 因 子 环 . 
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不 难看 出 ,无 零 因 子 环 就 是 不 含有 左 和 右 零 因子 的 环 . 

例如 数 环 ,包括 整数 环 ` 有 理 数 环 、 实 数 环 、 复 数 环 等 ,都 是 无 零 
因子 环 ， 

〖 例 4.4】 证 明 2 为 无 零 因子 环 当 且 仅 当 pp 为 素数 ， 

证 ”必要 性 . 假设 pp 不 是 素数 , 必 存 在 小 于 pp 大 于 1 的 正 整 数 :， 
使 得 p= st. 易 见 (st)jmodp 一 0 和 上 是 Zo 中 的 零 因 子 ,与 Z, 是 无 
零 因 子 环 耶 盾 . 

充分 性 . 任 取 a € 2,, 若 ab = 0, 不 妨 设 a 关 0, 我 们 证 明 必 有 
b=0. 

由 ab 二 0 可 知 plab. 由 a,5 E101,… ,pp 一 1}) 知 pta. 而 p 文 
是 素数 ,所 以 p15, 从 而 5 二 0. i 

定理 4.2 ” 设 是 环 .R 是 无 零 因 子 环 的 充分 必要 条 件 是 在 RR 
中 乘法 适合 消去 律 , 即 对 于 任意 a,5,c € R,a 闫 0, 车 有 46 一 2c( 或 
ba 二 ca), 则 有 5 二 <. 

证 ”充分 性 . 设 尺 中 乘法 满足 消去 律 . 任 取 a,bE€ R, 且 a6 二 0， 
a 关 0; 则 有 ab 一 0 = a0. 由 消去 律 得 5 一 0,R 是 无 零 因子 环 . 

必要 性 . 任 取 a,byc € R,ab 二 ac 且 a 六 0, 则 有 a5 一 ac 二 0. 由 
定理 4.1 得 a 一 c) 二 0, 因为 R 中 没有 零 因 子 , 所 以 8 一 c 二 0; 即 
5b 二 c. 同 理 可 证 ba = 二 ca 是 4a 关 0 过 8 二 cc | 

由 以 上 定理 可 知 无 零 因子 环 是 和 乘法 消去 律 联系 在 一 起 的 . 如 
果 环 中 乘法 再 满足 其 它 条 件 就 构成 整 环 . 

定义 4.4 设 尺 是 一 个 环 ， 

(1) 车 R 中 乘法 适合 交换 律 , 则 称 R 是 交换 环 ; 

(2) 若 R 中 乘法 含有 单位 元 , 则 称 尺 是 含 么 环 ; 

(3) 若 R 是 交换 的 合 乏 的 无 零 因 子 环 , 则 称 R 是 整 环 . 

例如 有 理 数 环 @, 实 数 环 尺 , 复 数 环 C 都 是 整 环 . 整数 环 Z 也 是 整 
环 ,但 模 n 整数 环 Z, 只 有 当 ? 是 素数 时 才 是 整 环 . 当 n 之 2 时 ,x 阶 实 
矩阵 环 M,(R) 不 是 整 环 ,因为 矩阵 乘法 不 是 可 交换 的 . 
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定义 4.5 设 尺 是 一 个 环 ， 

(1) 若 尺 中 至 少 含有 两 个 元 素 , 令 R* = 二 R 一 {0}, 且 (R*,…) 构 
成 群 , 则 称 R 是 一 个 除 环 ; 

(2) 车 尺 蚌 一 个 交换 的 除 环 , 则 称 民 是 域 . 

【 例 4.53 王 述 集合 关于 所 指出 的 运算 是 否 构 成 环 ? 是 否 构 成 
整 环 ?是 否 构成 除 环 ?是 否 构成 域 ? 

(1) (ta 十 5 2 ja,5E 2Z) 关 于 数 的 加 法 和 乘法 ， 

(2) {a 十 6 M2 la, 5 E€ Qi 关于 数 的 加 法 和 乘法 


(3) {a 十 632 |a, 5 E Z} 关于 数 的 加 法 和 乘法 

(4) {fa 十 如 lea, 5 EZ, 1 二 一 1} 关于 复数 的 加 法 和 乘法 ; 

(5) 设 n 守 2,n 阶 实 窍 阵 集 合 M,CR) 关于 矩阵 的 加 法 和 乘法 ， 

(6) 集合 { | 2 引 ] |a,6 € 了 } 关于 矩阵 加 法 和 乘法 ， 

(7) z 的 实 系 数 多 项 式 集合 关于 多 项 式 的 加 法 和 乘法 ; 

(8) 实数 集 R 关于 加 法 十 和 乘法 * ,其 中 十 是 普通 加 法 ,Ya， 
bE Raxb= lals. 

解 ” (1) 是 整 环 ,但 不 是 除 环 和 域 . 

《2) 是 整 环 ,路 环 和 域 . 

《3) 不 是 环 ,关于 乘法 运算 不 封闭 . 

(4) 是 整 环 , 不 是 除 环 和 域 . 

(5) 是 环 ,但 不 是 整 环 , 除 环 和 域 . 

(6) 是 环 ,但 不 是 整 环 . 除 环 和 域 . 

(7) 是 整 环 ,不 是 除 环 和 域 . 

(8) 不 是 环 ,因为 * 对 十 不 适合 分 配 律 . 

如 果 一 个 域 是 有 限 的 , 称 为 有 限 域 . 下 面 考虑 有 限 域 中 的 一 些 性 


定义 4.6 设 F 是 有 限 域 , 称 1 在 (F, 十 〉 中 的 阶 为 F 的 特征 . 
例如 Z: 是 有 限 域 ,Zs 的 特征 是 3. 
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定理 4.3 设 为 有 限 域 , 则 下 的 特征 是 素数 . 
证 ”假设 1 在 (F, 十 ) 中 的 阶 为 n,n 所 2Z+, 车 nn 不 是 未 数 , 则 看 
在 p,9 € Z+, 使 得 n= 二 pq, 上 且 p,q9 字 2. 令 i*1 一 1 十 1 十 1， 
‘个 


i a 
则 


(pp .1l)( .1 一 8b 1 一 ?1 一 0 

因为 域 中 无 零 因 子 , 必 有 zt .1 一 0 或 9 1 一 0, 与 1 在 4F, 十) 中 的 
阶 是 nn 节目 . 1 

定理 4.4 设 F 为 有 限 域 , 则 存在 素数 ,使 得 IFI 一 加 ,其 中 " 
€ Zt+. | 

证 ”由 定理 4.3,F 的 特征 为 p, 令 

A= {0,1,."…,p— 1) 
是 由 1 生成 的 加 法 子 群 , 任 取 zi € F" , 令 
Azi = {0,z1.°" CP — 1)x1). 
若 4Az = 了 , 则 |F| = p. 理 则 存在 Tr E€ 下 一 Ani, 令 
Azxi + hr = {axi 十 ezzzialraz € A}, 

则 1Azi 十 Axs| = pr”. 因为 Yiayiz, 访 ,7 短 4 如 果 羡 天 访 或 入 天 因 
网 ix + xe FE xi 十 727z2。， 若 不 然 , 必 有 (i 一 Ja 十 《ts 一 Jz)T2 
一 0. 这 说 明 存 在 aisa2 七 4 使 得 aizi 二 02X2901192 尖 0. 因此 可 得 工 ; 
= ariar E Axi, 子 盾 . 

车 下 = 4zm 十 Axs; 则 | 下 | 一 p*. 否则 存在 x，E 一 《Azi 十 
Axz), 令 

42zi 十 4zrz 十 4zs = {daixl 十 aaaz 十 asTalaiyazra3 € A}, 
则 1Azi 十 4xza 十 4zs| 一 轧 车 不 然 必 存在 和 tazvts， 访 73 E 4 使 
得 

i Dnt Ca — jo) Cis — jr = 0. 
如 果 (i 一 jx 十 《zz 一 j2)73 一 0, 与 zx 多 Ax 矛盾 ;所 以 i 一 js 天 
0 ,Xs 可 以 表 为 GIT1 十 Q2I2 的 形式 ,这 说 明 rs EE AXi 十 Azs, 牙 秆 . 
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根据 归纳 证 明 不 难得 到 
lIF| 一 |4z 十 4zs + -+ Ax,| = p", 
其 中 € Z+. | 
由 有 限 域 天 可 以 得 到 上 的 多 项 式 环 , 有 关 的 内 容 将 在 后 面 加 
以 介绍 . 


8$ 4. 2 . 子 环 .理想 、 商 环 和 环 同 态 


定义 4.7 设 (R, 十 , -) 是 环 ,S 是 RR 的 非 空 子 集 ,车 S 关于 环 
下 的 运算 十 和 “* 构 成 环 , 则 称 (S, 十 , .) 是 尺 的 子 环 , (RR， 十 ,*) 是 
‘5, 十, *) 的 扩 环 . 

例如 (2Z, 十 , -) 是 (Q, 十 , -) 和 (R, 十 ,，) 的 子 环 ,其 中 及 为 实 
数 集 . (nZ, 十,") 是 (Z, 十 ,-) 的 子 环 ,而 (R, 十 ， “是 4Z ,十 , .和 
已 , 十 ,。) 的 扩 环 . 

由 子 环 定义 可 知 环 R 的 子 环 就 是 尺 的 子 代数 . 根据 子 群 和 子 半 
群 的 判定 定理 可 直接 得 到 子 环 的 判定 定理 . 

定理 4.5 环 R 的 非 空子 集 5 是 尺 的 一 个 子 环 的 充分 必要 条 件 
是 :对 任意 AadES 有 

(la—~betes; 

(2) ap € S. 

【 例 4.6] 设 尺 是 环 , 令 

C= {rxz€ERAYVYaE Rar— za)}. 

证 明 C 是 R 的 子 环 , 叫 做 RR 的 中 心 . 

证 ” 易 见 0 € C,C 非 空 . 任 取 z,y € CC, 对 任意 的 a € RR， 

(TZ— Wa=za— ya=ar—~ay=atr— y). 
(zy)a = Xlya) = rlay) 一 (Xa)y = (axr)y = alry). 

这 就 证 明了 工 一 y€ C 和 zy € C. 由 定理 4.5 知 C 是 尺 的 子 环 . 和 

【 例 4.7]】 设 尺 是 环 ,4A 是 尺 的 子 环 族 ,证明 站 4 是 尺 的 子 环 ， 
其 中 
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MA= (rlvz(z E A zx € 2)). 

证 ” 易 见 0 属于 RR 的 每 个 子 环 ,所 以 0E€ENM 有 4, 个 4 非 空 . 

任 取 a,6 七 门 4, 则 对 每 个 SE A, 有 a,6€ 5S. 因 为 S$ 是 RR 的 子 
环 , 所 以 a 一 和 a5 属 于 S$, 从 而 得 到 a 一 b 志 们 4 和 ab5ENA. 根 
据 定理 4.5 可 知 门 4 是 RR 的 子 环 . 和 

对 于 任意 的 环 尺 ,R 的 子 环 都 是 存在 的 . 特别 地 ,R 和 {0} 都 是 民 
的 子 环 , 称 为 平凡 子 环 . 

类 似 地 可 以 定义 子 整 环 , 子 除 环 和 子 域 . 

定义 4.8 设 R 是 环 ,S 是 R 的 非 空 子 集 ， 
” (1) 如 果 了 是 整 环 ,S 对 R 的 运算 仍 构成 整 环 , 则 称 S 是 尺 的 子 
整 环 ; 

(2) 如 果 民 是 除 环 ,S 对 刃 的 运算 仍 构成 除 环 , 则 称 3 是 尺 的 子 
除 环 ，; 

(3) 如 果 民 是 域 ,S 对 R 的 运算 仍 构 成 域 , 则 称 S 是 R 的 子 域 . 

〖 例 4.83〗 设 S 是 域 的 子 环 且 S 关 {0}). 证 明 S 是 玉 的 子 域 当 
且 仅 当 对 任意 的 x EE 5, 只 要 xz 关 0; 均 有 Xx !E€5， 

证 令 S* = 二 5S 一 {0}. 

必要 性 .车 S 是 已 的 子 域 , 则 (9S”, .是 群 , 对 任意 zx 和 SS” 显然 
有 <z- ES", 即 zlES. | 

充分 性 . 任 取 zyE 5S , 则 zyES. 因 为 3 是 子 环 , 必 有 zy 所 
3S,zy 天 0, 否 则 由 zy EF 得 z= 二 0 或 y= 二 0, 从 而 证 明了 zy € S*. 
任 取 xzES*, 由 已 知 有 xz-'E€ES 且 x"! 关 0, 所 以 xz-!E€S*. 于 是 
《S" ,，) 构成 群 , 是 (F" ,，) 的 子 群 . 这 就 证 明 S 关于 下 中 运算 构成 
域 , 是 三 的 子 域 . 上 

【 例 4.9】 证 明 有 理 数 域 无 真子 域 ， 

证 设 $S 是 QQ@ 的 任 一 子 域 , 则 1 E 5, 从 和 而 任 意 正 整数 p= 


ee E 5, 且 一 p€ 5. 设 9 为 任意 正 整 数 ,q 承 0, 则 六 < 
乡 个 
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S. 根据 乘法 封闭 性 有 土 0 E S, 这 就 推出 QSs, 因 此 S = Q. 


上 
回顾 上 一 章 可 知 正规 子 群 是 一 类 很 重要 的 子 群 ,通过 它 可 以 得 
到 群 的 商 群 ,在 环 中 和 正规 子 群 相对 应 的 概念 是 理想 ,通过 理想 可 以 
得 到 商 环 . 

定义 4.9 设 (R, 十 ,*) 是 环 ,D 是 RR 的 非 空 子 集 , 若 

(1) 《DD, 十 ) 构成 Abel 群 ， 

(2) YrE€ER 有 rDCED 和 和 Dr SD, 

则 称 DD 为 环 R 的 理想 . 

【 例 4. 10〗 设 R= (2Z, 十 ,，) 是 整数 环 , 则 nZ 是 R 的 理想 ,其 
中 为 自然 数 . 易 见 (xnZ, 十 》 是 Abel 群 . 任 取 XE€ Z, 有 

knz EnzZ 和 nzk € nZ. 
即 knZ 三 2Z 和 n2&% 忆 n2Z, 所 以 n2 为 R 的 理想 . 

由 定义 4.9 不 难 证 明 环 RR 的 理想 也 一 定 是 RR 的 子 环 ,但 环 R 的 
任 一 子 环 不 一 定 是 RR 的 理想 , 设 马 是 尺 的 理想 ,Yr,y€ DD, 则 一 y 
€ D, 且 xy E rzD SGD. 所 以 DD 是 RR 的 子 环 .但 反之 不 一 定 为 真 . 例 
如 4Z, 十 ,是 (R, 十 ,…) 的 子 环 , 其 中 Z 和 民 分 别 为 整数 抹 和 实数 
集 , 但 4Z, 十 , ") 不 是 (R, 十 ,，) 的 理想 . 

对 于 和 任何 环 尺 都 有 两 个 平凡 理想 ,就 是 R 的 两 个 平凡 子 环 尺 和 
{0} , 除 此 之 外 的 理想 习惯 上 叫做 R 的 真理 想 ( 注 意 这 里 的 * 真 ”与 真 
子 代数 的 “ 真 ” 有 点 区 别 . {0} 是 RR 的 真子 集 , 也 是 RR 的 理想 ,但 不 叫 
做 民 的 真理 想 ). 

【 例 4.11】 设 R 是 交换 环 , 匡 1 关 0. 则 RR 为 域 当 目 仅 当 R 只 含 
平凡 理想 ， . 
， 证 ”必要 性 . 设 品 是 尺 的 理想 且 D 关 {0}, 则 存在 x € D,z 尖 
0. 由 于 玉 是 域 , 必 有 工 "' EE RR, 满 足 zzx-! 二 1, 因此 1€ 了 D. 任 取 r EE 
下 ,有 rr 二 rr*1 ED, 所 以 RR 忆 DD, 从 而 有 DD = RR. 
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充分 性 . 设 R 只 含 平凡 理想 , 任 取 x € RR,z 了 0, 则 易 证 
DD= Rr = {rrlr € R} 
是 尺 的 理想 ,从 而 有 Rz = R. 这 就 证 明了 存在 y € 尺 ,使 得 y+ 二 1. 
因为 乘法 是 可 交换 的 ,y 是 + 的 道 元 . (R*"，-) 构 成 Abel 群 ,因此 尺 是 
域 . 

由 环 和 理想 可 以 构造 商 环 . 

.定义 4.10 设 D 是 环 R 的 理想 .对 于 任意 的 xE€ R,z 关 于 如 法 
的 陪 集 记 作 工 , 即 z= 二 D+x= {d+zld€ED}. 令 R/D= {zlx € 
R} 是 DD 的 全 体 加 法 陪 集 的 集合 ,在 R/D 上 定义 二 元 运算 

T+ty=7I+y, x*y=xy, 
则 4R/D, 十 ，") 构成 一 个 环 , 称 为 RR 关于 DD 的 商 环 . 

为 了 保证 以 上 定义 的 正确 性 ,我 们 必须 验证 商 环 中 的 两 个 运算 
是 良 定义 的 . 

因为 (R, 十 ) 是 Abel 群 ,4D, 十 ) 是 正规 子 群 , 所 以 R/D 关 下 商 
环 中 的 加 法 构成 商 群 , 显然 南环 中 的 加 法 是 良 定义 的 、 可 结合 的 ,也 
是 可 交换 的 . 

任 取 开 ,y》E€ RID, TZ,，y € RID. 假设 YP =x， 一 y， 
则 有 di;d: € 了 ,使 得 

T= 二 rx,y = di 二 ty 


因此 有 
zz “yy 一 {di 二 xX) (ds 二 yy) = did: 十 diy 十 xd 十 zy， 
由 于 万 是 理想 ,da 十 diy 十 zd;: E 也, 从 而 得 到 
ZT.y=diry=ry=x*y. 
这 就 验证 了 商 环 中 的 禄 法 也 是 良 定义 的 . 下 面 证 明 箭 法 是 可 结合 的 . 
任 取 工 , y， = E R/D, 有 
(ZiD) ZTy .2 一 (zy)z = Ty 2 Cy * z), 
于 是 (R/D,，) 构成 半 群 . 
最 后 证 明 乘 法 对 加 法 适合 分 配 律 ， 任 取 xz,y,z E€ R/D, 有 
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Z。(y 十 z) 一 zy 十 zx 一 2(7 十 z) 
一 zy 十 Tez 一 4y 十 xz 一 工 。y 十 父 ， 芝 
邮 理 有 
(y 十 z)。 工 一 yy。 式 十 之 。 式 . 

综 上 所 述 ,《R/D, 十 ,构成 一 个 环 ， 

商 环 尺 / 刀 就 是 环 尺 的 商 代数 ,对 于 任意 的 z,y,zyoE 尺 ,如 果 工 
一 yz 一 如 , 则 有 工 十 zx 一 y 十 orz 一 yz 这 就 说 明 当 二 一 y， 
xz 一 1” 时 有 z 十 zx 一 yy 十 和 za 天 即 由 加 法 陪 集 作为 等 价 类 所 
确定 的 等 价 关 系 是 环 尺 中 的 同 余 关 系 ,所 以 商 环 R/D 是 环 尺 的 商 代 
数 . 

【 例 4.12】 设 环 R = 二 (2Z, 十, *) 是 整数 环 ,42 一 {4&|k EE 2) 
是 RR 的 理想 , 商 环 (Z/4Z, 外, 他) 称 为 模 4 的 剩余 类 环 , 其 中 

Z/4Z = {42Z,4Z 十 1;,4Z 十 2,4Z 十 3》 一 (10,1,2,3}， 

且 i 狼 j= 二? 十 j,i1 的 j= 二 杂 , 不 难看 出 , 模 4 的 剩余 类 环 与 模 4 整数 
环 4Z 四 , 凶 ) 是 同 构 的 . 

下 面 考虑 环 的 同 态 .根据 一 般 代数 系统 的 同 态 概念 , 环 同 态 定义 
如 下 : 

定义 4.11 设 (RR, 十 ,“),《Ri, 十 ,是 环 ,2: Ri 一 Ri. 若 对 
任意 的 X,YyER 有 : 
Pz 十 y) = Hr) + Hy), 
HAX* Y= AI) Py), 
则 称 8 是 环 Ri 到 R; 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 若 ?为 满 射 , 则 称 8p 是 满 
同 态 ; 若 ”为 单 射 , 则 称 ?为 单 同 态 : 若 9 为 双 射 , 则 称 2 为 同 构 . 

例如 环 Ri 二 (2Z，, 十 ,*) 为 整数 环 ,Ra 一 (2Z,, 申 , 四 ) 为 模 ” 整 
数 环 . 则 wp: Z 一 QZ HT) = 二 (x)modn, YX EZ, 是 Ri 到 R; 的 满 同 
pe 


“人 r 


第 一 章 中 关于 一 般 代 数 系统 同 态 的 定理 对 环 都 适用 . 下面 考 虑 
环 同 态 的 一 些 特殊 性 质 . 
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定义 4.12 设 8 是 环 Ri 到 R; 的 同 态 , 令 
I= {xz|rTE€E RA pr) 一 0)， 
称 了 为 环 同 态 的 核 , 记 作 kergw 
定理 4.6 设 9: Ri 一 R; 是 环 同 态 , 则 kerp 是 环 Ri 的 理想 . 
证 ”9 为 环 Ri 到 R, 的 同 态 ,Pp 将 Abel 群 (Ri, 十) 上映 到 Abel 群 
《R;, 十 ) ,kerg9 是 群 同 态 的 核 ,由 定理 3.36 知 kerp 是 (Ri, 十 的 正规 
子 群 . 
任 取 z E€ keryg,r E Rj, 则 
Xr) 一 ZJ)P7) 一 0F(r) = 0， 
所 以 zr E kerg. 同 理 rx E kerg 从 而 kerp 是 环 Ri 的 理想 . 贞 
定理 4.7 设 p: Ri 一 R; 是 环 同 态 ,那么 
(1) 若 5S 是 Ri 的 子 环 , 则 gxS) 是 Ri 的 子 环 ; 
(2) 车 工 是 Rs 的 子 环 , 则 Y 1(T) 是 Ri 的 子 环 ， 
《3) 车 品 是 Ri 的 理想 , 则 gLD) 是 gkR1) 的 理想 ; 
(4) 阁 了 是 Rs 的 理想 , 则 1(7) 是 R, 的 理想 . 
证 (1) gx5) 非 空 . 任 取 a,6 GE gS), 存 在 x,y ES, 使 得 p(xz) 
二 a,9Ly) 二 5, 那么 有 
a—b = HT) — HY) = Hr Oo y), 
由 于 Zz 一 y€5, 所 以 a 一 &€ q(S), 同 时 也 有 
ab = Hx)HY) 一 Hry) E HAS). 
由 定理 4. 5,9wS) 是 R; 的 子 环 . 
(2) 易 见 gg 1(T) 关 名 . 任 取 XxX,y 入 1'(T), 存 在 a,6 ET 使 得 
Hx) 二 a,9y) 二 56, 那么 
Hr y= Hr)— Hy)=a—6bET, 
则 zy E99 (7T), 又 
HTy) = ZJ = a 和 了， 
即 zy E 9 (TY). 这 就 证 明 g ?CT) 蚌 Ri 的 子 环 . 
(3) 吃 是 4R,, 十 ,') 的 理想 ,所 以 4D, 十) 是 (Ri, 十) 的 子 群 .由 
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定理 3.35 知 (9CD), 十 ) 是 (9XR1), 十 ) 的 子 群 , 且 是 Abel 群 . 

任 取 工 各 9D) ,rr 七 JR1) ,存在 a E DPD,bE Ri ,使 得 ra) 一 工 ， 
(6) 一 7 了, 且 

zr = Hapb) = ab) E AD)., 

同 理 rz € HYD) ,这 就 证 明 XD) 是 KR) 的 理想 . 

(4) g71(I) 非 空 , 且 Yz,yE 1(1) 有 

Hx— y= HT) — Hy ET, 

所 以 z 一 y E991, 即 (g71(D), 十) 是 (Ri, 十 ) 的 子 群 . 

任 取 工 所 pI),r 所 Ri, 必 存在 a €1bE R, ,使 得 pI) 一 Ga， 
gr) 二 5, 那么 有 

xr) 一 HHT) 一 abE ds 

从 而 证 明了 zr €E 9 '(7). 同 理 可 十 rx 和 BT GT) 是 Ri 的 理 
想 . 目 

f 例 4.13】 设 p 是 环 R, 到 R: 的 满 同 态 . kerg 一 工 依 照例 3. 45 
的 方法 不 难 证 明 在 Ri 的 包含 着 I 的 理想 和 R， 的 理想 之 间 存 在 着 一 
一 对 应 . 

例如 R, 二 〈Z, 十 ,*) 是 整数 环 ,R; 二 ‘2s, 外, 加) 是 模 8 的 整 
数 环 . 令 

p: Z > Zas HHT) = (rx)mod8, Yr EZ, 

则 8 是 Ri 到 民 ， 的 满 同 态 , 且 了 一 ker? 一 8Z. 

Ri 的 包含 着 了 的 理想 是 : 

Di= Ri=2Z, 

D, = 22 = {2k|k € 2}， 

D; 一 4Z = {4k|k € 2), 

D,= 82 = (8klk € 2}. 

R; 的 理想 是 : 

Zs, {0,2,4,6}, {0,4)}, {0}. 

令 Al 二 {2Z,2Z,4Z,82Z}, 4; 一 (Ze, {0,2,4:6}，{0,4} ,10)}. 定 
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叉子 : Al— A;,, f(D) = HD), 则 
f(2Z) = Zs, f(22) = {0,2,4,6}, f(42) = {0,4}, f(82) 一 {0}. 
了 是 Ai 和 A; 之 间 的 一 一 对 应 . 

定理 4.8 设 记 是 环 尺 的 理想 ,g: RR/D,YrE€RR 有 g(r) 王 
D+r, 则 g 是 RR 到 R/D 的 同 态 , 且 kerg = DD. 

证 Vrayrs €E RR 有 

grl 十 mr) 一 天 十 《ri 十 rz) 一 (及 十 ri) 十 (有 十 r)， 
gnrs) 一 效 十 rirs = (D+ri(D+t rr), 
是 民 到 R/D 的 同 态 ,Yr EE Rg(r) 二 DD 合 TED, 表 kerg 二 了. 

称 g 是 环 RR 到 商 环 R/D 的 自然 同 态 . 

定理 4.9 《〈 环 同 态 基本 定理 ), 环 RR 的 任何 商 环 R/D 都 是 尺 的 
同 态 像 . 反之 , 知 环 R' 是 R 的 同 态 像 , 则 R’ 衬 R/kerg 

证 ” 易 见 自然 同 态 8:R 一 R/D 是 满 同 态 . 

设 尺 也 R' ,由 定理 4.6 知 kerp 是 及 的 理想 .如 下 定义 R 上 的 二 元 
关系 ~~:Ya,bER,a~b 全 gla) 二 95). 则 由 群 同 态 基本 定理 的 证 
明 可 知 Ya € R 有 [a] = a 十 kerg 二 a, 其 中 [a] € R/~,aE€ 
R/kerg. 此 外 Ya 和 2 近 尺 有 

[a]+ [8]= [a+6], a+68=a+t6, 
[zc] . [8] = [ab]l, a-:6 = ab. 
所 以 (R/~，, 十 ，*) 就 是 (R/kerg, 十 ，*). 由 定理 1.12 得 . 
R’'  R/kerg. BE 

【 例 4.14】 设 S 是 R 的 子 环 ,D 是 尺 的 理想 , 则 

(1)SNMnDPDD 是 5 的 理想 ， 

《2)S 十 品 是 尺 的 子 环 ， 

(3) S/SNDS+D/D. 

证 ” (1) 易 见 S$S 门 加 是 ‘R, 十 ) 的 子 群 , 且 Ya€ SN DYsE€ 
S 有 UasED 和 as ES, 所 以 as € 5 门 DD. 同 理 可 证 sa EE SNM D, 从 
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而 推出 S$S 们 忆 是 S 的 理想 ， 

(2) 令 g: R 一 R/D 是 自然 映射 ,g 是 满 同 态 . 由 于 S 十 DD= 
g-:(g(S)) ,根据 定理 4.7,S 十 品 是 R 的 子 环 . 

(3) g(S)==S+D/D, ker (g +S)= SN 站 D, 由 定理 4.9 有 
S/SNDS+D/D. 上 


8 4.3 有限 域 上 的 多 项 式 环 


设 玉 为 域 ,以 中 元 素 作 系数 构成 如 下 形式 的 多 项 式 
A(xr) = 二 ao 十 区 十 十 Qn"， 

令 所 有 这 样 的 多 项 式 构成 集合 $. 任 取 az):p(zr) €E 5S, 则 alx) 十 
bz) salz)6(r) 和 3, 中 上 多项式 加 法 和 乘法 满足 交换 律 .结合 律 以 
及 乘法 对 加 法 的 分 配 律 . 0 是 零 次 多 项 式 , 为 玉 上 多 项 式 加 法 的 单位 
元 , 一 a(x) 是 a(zr) 关 于 上 多 项 式 加 法 的 负 元 . 综 上 所 述 ,S 关 于 FF 
上 多 项 式 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 . 因此 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 4.13 设 忆 是 域 , 令 

F[x]= {a ar +ar ln €E Na €E F,i=0,1,,n), 

则 F[z] 关 于 不 上 多 项 式 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 , 称 为 域 环 上 的 多 
项 式 环 . 车 下 为 有 限 域 , 则 称 F[Lzx] 为 有 限 域 上 的 多 项 式 环 - 

定理 4.10 设 F[zj 是 有 限 域 玉 上 的 多 项 式 环 ,f(z) € FLzxj. 
在 下 [Lz] 上 如 下 定义 二 元 关系 R,V g(x) ,hr) € FLzxj]， 

ECTIRA(T) OO fxr)|(g(r) — h(x)), 

则 了 R 是 F[zx] 上 的 同 余 关 系 . 

证 Yatkz) EF[zx], f(z)|(alz) 一 alz)),R 在 FLx] 上 是 自 
反 的 . 

Yalz), BCz) € FLzjy 若 a(x)RECX), 则 FCT) | (aCr) — (2)). 
显然 有 f(z)1 C6(z) 一 2(7z)), 所 以 RR 在 FLzj 上 基 对 称 的 . 

Ya(r) br) clr) € FLr], 车 aCx)RE(z), 5(z)Re(z)， 则 
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fr) | Calr) 一 Brz))yrzylcacz) 一 cz)). 因 此 有 
flr)| (Calcr) 一 5(z) 十 Br) — cx)), 
即 f(z) 1Calz) 一 clx)), 所 以 RR 在 F[z] 上 是 传递 的 ,.R 是 FL[x] 上 
的 等 价 关 系 ， 
下 面 证 明 R 关 于 FLz] 上 的 多 项 式 加 法 和 乘法 具有 置换 性 质 . 
设 atr)y,B(x) ,cr) d(T) E FLx], 若 a(x) Rb(X) ,cr) Rar), 
网 Cx) (Catzr) 一 5Cz)) ,f(z)|telz) 一 d4(z)). 因 此 f(x) 整除 
Ka(z) 十 cz)) 一 (2(z) + dz)), 
即 (Ce(GCz) 十 cGCz))RRCBKZ) 十 dr)). 
令 4(z) 一 ar)c(z) 一 DCzD)cCKr)， 则 
ACX) 一 (az) — bX) Cr) 十 6(Z)KcCz) — d(x)), 
由 fCr) | (Calr) — bz) 和 fix) | (elr) — d(x)) 可 OO f(r) |ACY), 
所 以 atzr)ctr) Rb(T) d(T). 
由 这 个 定理 可 以 得 到 下 面 的 定义 . 
定义 4.14 ” 设 F[Lzj 是 有 限 域 f 上 的 多 项 式 环 ,f(z) € FLzx]， 
Yg(r) h(tr) €E FLrj, 若 f(z)1i(Cg(r) CC— Ah(X)), 则 称 gCx) 和 Cz) 
是 模 f(x) 同 余 的 , 记 作 g(xz) 圭 hCr)Cmodf (7r)). 
【 例 4.153 f= 二 {0,1}; 则 
F[z]= {0, 1, x,1+ Xx, xX?)1 二 Xx, 十 XT， 1 十 工 十 2 
仿 了 f(z) 二 1 十 Xz， gr) 一 1 十 工 十 za h(x) = 二 x， 则 有 
| g(r) = h(xr) (modf (x)). 
同时 也 有 : 
lr 二 1 + x:(modf (xr)), 
i 二 zx 二 Zz 十 zz:(modf (xz)) 
等 ,因为 在 [zj] 上 满足 
Q 员 十 TX 一 工 十 这? 
【 例 4.16】 设 F[z] 是 有 限 域 上 的 多 项 式 环 ,f (xz) € FELzx]. 
对 任意 的 a(Cz) € FLxj], 根 据 多 项 式 除法 有 下 面 的 等 式 
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az) 一 了 (Cz)9Kz) + rr). 
其 中 g(x) 为 商 ,r(x) 是 余 式 . 如 果 将 一 个 多 项 式 中 z 最 高 次 项 的 次 
数 叫 做 这 个 多项式 的 次 数 ,那么 r(z) 的 次 数 小 于 f(x) 的 次 数 . 由 定 
义 4.14 有 
a(r) 和 =r(r) (modf (rx)). 

设 FLxj] 是 有限 域 上 的 多 项 式 环 ,f(z) € FLxj] 是 nn 次 多 项 
式 ,n 之 1, 将 F[zxj 中 所 有 次 数 小 于 x 的 多 项 式 构 不 的 集合 记 作 
F[zxj/flx)， 对 任意 的 ar),5Kz) € F[zxzj/fl(x)， 如 下 定义 
FLxj/f(zx) 中 的 模 flx) 加 法 和 彝 法 . 若 

alzT) 十 zzr) = flr)g (lr) rir), 
alxIblr) = f(T)g9s lz) 十 rz(z)， 
其 中 Cx) 和 rz《x) 的 次 数 小 于 f(z) 的 次 数 , 则 有 
alx) + br modf (xr)) = ri(r), 
alx) .br modf (rx)) = rex). 

易 见 模 f(x》 加 法 实际 上 就 是 普通 的 多 项 式 加 法 ,因为 a(x) 十 
blz) 的 次 数 小 于 f(z) 的 次 数 . 不 难 验 证 F[z]/f(x) 关 于 模 f(x) 加 
法 和 乘法 是 封闭 的 , 模 f(z) 加 法 和 乘法 是 可 交换 的 .可 结合 的 ,并且 
模 f(z) 乘法 对 模 f(x) 加 法 是 可 分 配 的 . 域 王 中 的 0 和 1 分 别 为 模 
rz) 加 法 和 乘法 的 单位 元 . 一 az) 为 az) 的 负 元 .因此 
F[Lxj/f(z) 关于 模 f(x) 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 . 

定义 4.15 ” 设 F[z]j] 为 有 限 域 上 的 多 项 式 环 ,f(z) E€ FLz] 
是 nn 次 多 项 式 ,n 之 1. 令 

F[z]/7Fz) 二 {g(Cz)igCz) E F[z] A g(z) 的 次 数 小 于 nn)， 
则 FC[zx]/fFCx) 关于 模 f(z) 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 , 称 为 域 瑟 上 
的 模 fxz) 的 多 项 式 环 . 

通常 当 域 下 二 (0,1,…,p 一 1) 时 将 Ff[zj] 记 作 FLzj. 

〖【 例 4.173 设 下 一 {0,1},F 上 的 多 项 式 环 记 作 F,[xj. 令 f(x) 
二 1 十 十 x, 则 下 上 簇 1 十 工 十 Zz* 的 多 项 式 环 
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Fs[zl/(l 二 x 十 x ) = 二 {0,; 1， zy 1 十 工 }. 
关于 模 1 十 x 十 zx? 的 加 法 和 乘法 的 运算 表 给 在 表 4. 1 中 . 
表 4.1 


0 
0 
0 
0 
0 


为 了 给 出 环 F[x1/f(z) 构成 域 的 充分 必要 条 件 , 我 们 先 考虑 不 
可 约 多 项 式 . 

定义 4.16 设 下 [z] 为 域 忆 上 的 多 项 式 环 , 对 任意 的 <cCz) E€ 
Frz],acz) 的 次 数 为 纪 如 果 不 存在 次 数 小 于 上 且 大 于 0 的 多 项 式 
5Czy,cCz) € F[x] 使 得 elx) = 6《x)e(lz), 则 称 .a《zr) 是 不 可 约 的 . 

例如 在 Ff;[zxj] 中 多 项 式 1 十 x 不 是 不 可 约 的 ,因为 

1 十 让 二 (1 十 Xx)(1 十 工 十 x?)， 
而 1 十 xT 和 1 十 x 十 Zz? 在 FLz] 中 是 不 可 约 的 . 称 上 式 为 1 十 在 
Fs[z] 中 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 分 解 式 . 同一 个 多 项 式 在 不 同 的 
F[zx] 中 的 分 解 式 是 不 一 样 的 . 例如 1 十 x? 在 FLz] 中 的 分 解 式 是 
1 十 za 一 (1 十 (1 一 工 十 天 ) 
一 (1 十 xl 十 2z 十 zz) 一 (1 十 工 ). 

设 下 为 有 限 域 ,下 面 的 定理 给 出 环 F[z]/f(z) 构成 域 的 充分 必 
要 条 件 . 

定理 4.11 设 王 为 有 限 域 , 环 下 Lz]/AGz) 是 域 当 且 仅 当 f(x) 
在 Ff[z] 中 是 不 可 约 的 . 

证 ”必要 性 .假设 f(x) 在 FLx] 中 可 约 , 则 存在 非 零 次 多 项 式 
az)y,aczr) EF[zxj], 使 得 f(z) 一 alx)8(z), 且 a(x),b(x) 的 次 数 小 
于 f(x) 的 次 数 . 由 于 aCz) ,6(x) € FLzx]/f(z);, 且 

alr) blr) (modf (zx)) = fz) modf (xz)) 一 0， 
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所 以 <c(Cz):,oz) 是 F[xz1/flx) 中 的 零 因 子 , 与 fF[x]/f(zx) 是 域 矛 
盾 . 

充分 性 . 因为 为 有 限 域 ,f(x) 的 次 数 是 有 限 的 , 所 以 
F[zxj]/f(zx) 也 是 有 限 的 . 设 FLzj/f(zx) 中 含有 m 个 多 项 式 . 任 取 
az) € FLzJ/f(z) 一 (0), 若 a(z) 一 1, 则 1 就 是 a(z) 的 乘法 道 元 ， 
若 <(z) 关 1, 考 虑 al(x) 的 所 有 丧 法 宕 : ea(z)，as(Czr)，…an(Z)…， 
必 有 

az)= 三 az) (modrz))，z < 了 
从 而 推出 f(x) 整除 ez) 一 ai(x), 邯 
f lx) Na Cr) aT (zr) 一 1)， 
由 ai(x) 半 0C(modf(zx)) 和 f(z) 的 不 可 约 性 得 f(x)|(a’i(x) 一 1)， 
于 是 有 
ar (xX) =1 (modf (rx)). 

易 见 7 一 i > 1, 这 就 证 明了 a 让 (x) 是 a(x) 的 道 元 .由 az) 的 任 
意 性 可 知 Lx]/f(zx) 是 域 . 

可 以 证 明 对 任何 素数 阶 的 域 F(IF| = p) 和 正 整 数 t, 存 在 着 一 
个 下 上 的 :次 不 可 约 多 项 式 了 (xz), 使 得 f(z) 的 最 高 次 项 的 系数 是 1. 
不 难看 出 ,F[x]/ftx) 中 恰 含 有 p!' 个 元 素 . 根据 定理 4.11， 
FELzj]/f(z) 是 阶 为 p' 的 域 . 

把 以 上 结果 和 定理 4. 4 结合 起 来 就 得 到 下 面 的 结论 : 

存在 阶 为 ”的 有 限 域 当 且 仅 当 是 某 个 素数 的 三. 


习 题 四 


1. 设 * 和 。 是 4 上 的 两 个 二 元 运算 , 且 * 是 可 结合 的 , * 和 是 互相 可 分 配 
的 ,证 明 对 任意 al,az,61,56: E 4 有 
(al # Di) x ba)oCaz x bi)Cas x bo) 
=~{al¥ bi)o(as * Bi}oar # ba)otas ¥ bo), 
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2. 设 Z[i]= {a 十 如 |asb E21i 一 M1), 证 明 Z[i] 关 于 复数 的 加 法 和 乘 
法 构成 一 个 环 ( 高 斯 整数 环 ). 

3. 证 明 PCB) 关于 困 和 上 站 构成 一 个 可 交换 的 环 , 其 中 四 为 集合 的 对 称 差 
运算 . 

4. 在 整数 环 中 定义 * 和 。 两 个 二 元 运算 .对 于 任意 a,65€Z 有 

a*pbp=atb—1, 
ab =a++b— ab. 

证 明 (2Z,* :5? 是 一 全 含 么 环 . 

5. 设 民 是 环 , 若 Ya E€ R 都 有 a 二 a,; 则 称 RR 为 布尔 环 . 证 明 

(1) R 是 可 交换 的 ， 

(2) Ya 七 RR 有 a 二 a=0; 

(3) 如 果 |R| > 2, 则 RR 不 是 整 环 . 

6. 设 Ri,R; 是 环 , 在 RX Rs 中 定义 两 个 二 元 运算 * 和 o, 对 任意 (al, 5;)， 
(as, bs) E RI xX R,, 

ais) x lasrbzs} = Ca 二 azy bi 二 bo), 
(aisbiolas bs) = adss bbe). 

证 明 : 

(1) Ri X Ri 关于 * 和 ce 运算 构成 一 个 环 ， 

(2) 若 RI 和民 是 交换 环 ( 或 合 乏 环 }, 则 尺 ， X Rs 也 是 交 搞 环 人 或 含 么 环 ); 

(3) 若 R, 和 R; 都 是 整 环 ,RI X Rs 是 整 环 吗 ?证 明 你 的 结论 . 

?7. 设 正 整 数 不 是 率 数 且 = >> 1, 证 明 

(1) Z。, 中 含有 零 因子 ， 

《2) Yr E Za 了 六 0; 则 r 不 是 Z, 中 零 因子 当 且 仅 当 (rn) 一 1; 

(3) 找 出 Z1s 中 的 全 部 零 因 子 . 

8. 设 尺 为 含 么 环 ,a 是 R 中 的 可 道 元 , 若 |R| 疙 1, 则 a 不 是 零 因子 . 

9. 若 户 ,4 是 不 同 的 素数 ,证 明 无 pq 个 元 的 整 环 . 

10. 设 (R, 十 ，") 是 环 ,S 是 尺 中 所 有 非 等 因子 组 成 的 集合 .证 明 (S, -) 是 
‘R，*) 的 子 半 群 . 又 问 (S, 十 ,*) 是 (R, 十 ,，*) 的 子 环 吗 ?为 什么 ? 

11. 证 明 有 限 整 环 必 是 域 . 

12. 设 域 F 的 特征 4 关 0,a,58 EE 下 ,证 明 


(a 十 六 一 ae 十 可. 

13. 设 了 是 域 下 的 子 环 , 且 |T| 守 2. 令 

S= {ab lila,b ET,bAA0}, 

证 明 S 是 中 包含 TT 的 最 小 子 域 . 

14- 设 尺 是 一 个 环 ,车 民 只 有 一 个 右 单位 元 , 试 证 RR 是 含 么 环 . 

15. 设 尺 是 含 么 环 ,x E RR,ux 有 右 道 元 , 证明 关于 w 的 下 述 条 件 是 等 价 的 ， 

(1) wu 有 多 于 一 个 的 右 首 元 

(2) xz 不 是 可 道 的 ， 

(3) zx 是 左 零 因子 . 

16. 设 R 是 环 ,a € R, 若 存在 正 整 数 n 使 得 a 二 0, 则 称 4 是 短 零 元 . 试 证 明 
0 是 整 环 中 唯一 的 备 零 元 . 

17. 设 丸 是 交换 环 : 则 只 中 的 全 体 寡 零 元 集合 ( 见 题 16) 构成 R 的 子 环 . 

18. 设 尺 为 交换 环 , 证 明 R 的 所 有 和 带 零 元 的 集合 是 R 的 一 个 理想 . 

19. 证 明 环 尺 的 两 个 理想 的 交 仍 是 R 的 理想 . 

20, 设 民 是 环 ,A,B 守 RR. 令 

A+B={a+blaEAAbERB). 

(1) 证 明 当 4,8 是 理想 时 ,4 十 B 也 是 理想 ; 

(2) 举例 说 明 当 4,B 是 子 环 时 ,4 十 8 未 必 是 子 环 . 

21. 设 下 是 数 域 , 证 明 下 上 的 和 矩阵 环 M, (FE) 元 非 平 几 理想 . 

22. 给 出 Zs 及 Zs 的 所 有 理想 ， 

23. 设 4 是 偶数 环 ,D = {4T|x € Z). 证 明 DD 是 委 的 一 个 理想 , 求 4/D， 

24. 设 R 是 交换 环 ,D 是 R 的 理想 . 令 

N(D) = {z|z € R, 存 在 正 整 数 n 使 x" € DD}， 

证 明和 NC(D) 是 R 的 理想 . 

25. 设 4 是 环 RR 的 理想 , 若 存 在 正 辖 数 使 得 

A = {aiez-as|ais E A = 1,2,.… ,nn} = {0}, 

则 称 4 是 宕 零 的 . 证明 如 果 环 RR 有 和 输 零 理想 4, 且 R/A 为 容 零 环 , 则 R 是 帘 零 
环 . 

26. 设 互 是 环 尺 的 理想 , 皇 恕 关 民 .如 果 除 互 和 RR 以 外 ,RR 不 存在 包含 妇 
的 理想 , 则 称 厂 是 RR 的 极 大 理想 . 设 尺 是 可 交换 的 含 夭 环 ,证 明 R/H 是 域 当 且 
仅 当 互 是 尽 的 极 大 理想 ， 
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27, 设 怀 是 交换 环 ,zz ,zz;，… Xm 所 R. 邻 
5S 一 riz 十 7 2 之 2 十 十 rmTm |r; €E Rio= 1,2,- ,228 }. 

证 明 S 是 民 的 理想 . 

28. 给 出 zs 到 Z 的 一 切 环 同 态 . 

29. 设 A4 一 (|[4《] |a,6,c € Z} ,4 关于 矩阵 加 法 和 和 飞 法 构成 环 .证 明 B 
= {(9 0) |z € zj 是 4 的 子 环 .给 出 和 到 日 的 一 个 同 态 映射 9 并 求 kerg 

30. 设 天 [zz] 是 域 严 上 的 多 项 式 环 , 令 和 7Fz)h> Fo YAr) EE F[xj. 证 
明 9p 是 F[z] 到 下 的 满 同 态 , 求 kerp 和 F[z]/kerg 

31. 设 怀 是 环 , 刀 ,B 是 尺 的 两 个 理想 , 且 B 壬 4. 证 明 A4/B 是 RIB 的 理想 ， 


且 
R/B/ CA/B) 六 Rj/A. 


32. 设 是 环 Ri 到 R; 的 同 态 映射 ,5S 三 RJ 证明 1(9(S)) 一 kerg 十 SS， 

33. 设 只 是 从 域 Fi 到 下 ;的 同 态 ,日 9CF1) 关 10) .证明 是 单 同 态 . 

34. 设 G 为 Abel 群 ,在 EndG 上 定义 两 个 运算 .Yi,g E€ EndC， 

Cr 十 8)Cz) = f(x) + g(x), YrEG, 
fog(x) = flg(x)), YrEG. 

证 明 《EndG, 十 ,2 是 一 个 环 . 称 为 G 的 自 同 态 环 . 设 G 二 (a) 是 x 阶 循环 群 , 求 
的 自 同 态 环 . 

35. 证 明 有 理 数 加 法 群 的 自 同 态 环 与 有 理 数 域 同 构 . 

36. 列 出 [zj/(z 十 2) 的 习 法 表 . RsLz]/Cz 十 T*) 是 域 吗 ?为 什么 ? 

37. 证 明 在 fs[xj] 上 次 数 大 于 1 的 任何 不 可 约 多 项 式 的 非 零 系数 为 奇数 


oo 
cp 


. 列 出 [x] 中 所 有 的 次 数 从 1 到 4 的 不 可 约 多 项 式 . 
. 在 Ff;[x] 中 拨 出 一 个 适当 的 不 可 约 多 项 式 fx), 并 构造 一 个 阶 为 8 的 
有 限 域 FLxj/f(x). , 

40. 将 天 一 1 在 Pafz] 上 分 解 为 不 可 约 多 项 式 . 


< 
© 
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第 五 章 。” 格 与 布尔 代数 


格 和 布尔 代数 是 一 类 重要 的 代数 系统 ,在 计算 机 科学 上 有 着 广 
泛 的 应 用 . 


§5.1 格 的 定义 和 性 质 


先 给 出 格 的 定义 . 

定义 5.1 设 (S, < 是 偏 序 集 , 若 对 于 任意 的 zy € S,{x,y} 
都 有 最 大 下 界 和 最 小 上 界 , 则 称 偏 序 集 (3, < ) 构成 一 个 格 . 

设 z,y 是 格 中 的 任意 两 个 元 素 , 由 于 {tz,y} 的 最 大 下 界 和 最 小 
上 界 是 唯一 存在 的 ,我 们 将 {(z,y} 的 最 大 下 界 记 作 <Ay, 最 小 上 界 记 
作 zVy .名 

【 例 5.1】〗】 设 ” 为 正 整数 ,4. 为 2 的 所 有 正 因子 的 集合 , 则 4, 关 
于 整除 关系 构成 格 . 因为 对 任意 z,yE 4.,zVy 是 [z*,y],z 与 ?的 最 
小 公信 数 ;xAy 是 (zy),z 与 y 的 最 大 公约 数 .而 Lz,y] 和 (zy?) 都 
属于 A.. 图 5,1 给 出 了 当 n 二 6,8,30 时 的 格 4e,4s,4ao- 


1 1 
A Ae /Aso 
图 5.1 
〖【 例 5. 2 了 设 PC(B) 是 集合 BB 的 罕 集 , 则 PCB) 关 于 集合 的 包含 
关系 所 构成 一 个 格 , 称 为 五 的 赤 集 格 . 


@ 本 章 中 的 A 和 VY 符号 只 代表 格 中 求 最 大 下 界 和 最 小 上 界 的 运算 . 
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【 例 5. 3】 设 C 为 群 , 令 

L(G) = {IH 是 G 的 子 群 )， 
则 工 (G) 关于 包含 关系 构成 一 个 格 , 称 为 群 G 的 子 群 格 . 对 于 任意 的 
有 Hl!;, Hs EL(G),Hi 人 HH 是 下 与 吾 ; 的 交 , 也 是 G 的 子 群 ,Hi 与 HH， 
的 最 小 上 办 是 由 五; U 五 : 生成 的 子 群 , 即 (H) U FH,). 

【 例 5.4】 图 5.2 中 给 出 的 偏 序 集 都 不 是 格 . (1) 中 的 {e,f} 没 
有 最 小 上 界 . (2) 中 的 {58,4} 有 上 界 c 和 e, 但 没有 最 小 上 界 . (3) 中 的 
{28,c} 没有 最 小 上 界 . (4) 中 的 {a,e} 没有 上 界 , 更 没有 最 小 上 界 . 


已 i e f 地 
e 
a 6 a 已 
b crf 
< c 
加 
6 a > 
(1) (2) (4) 


(3) 
图 5.2 


下 面 给 出 格 的 性 质 . 

定义 5.2 设 (S, 入) 是 格 , 己 是 由 格 中 元 素 及 志 ， 二 ,之 , 人 人 ， 
V 等 符号 所 表示 的 命题 ,如 果 将 P 中 的 <, 关 ，A，V 分 别 替换 成 
关 ， 扫 ，V，A 人 得 到 的 命题 为 P' , 称 P* 为 PP 的 对 侦 命 题 ,简称 对 伪 . 

例如 已 是 aAzs 和 a' 那 么 书 的 对 偶 命 题 忆 * 是 aVb 之 a. 若 PP 是 
aA (av5)l = 一 <, 那么 己 的 对 偶 命 题 已 " 是 <cV (eaAb 一 a 

格 的 对 偶 原 理 ”如 果 命 题 已 对 一 切 格 工 为 真 , 则 尸 的 对 偶 命 题 
也 对 一 切 格 为 真 ， 

证 ” 设 P* 为 P 的 对 偶 ,(S$, 是 任意 的 格 , 只 须 证 明 P* 对 
《3， 所 ) 为 真 即 可 . 如 下 定义 S 上 的 二 元 关系 民 '; Ya,b5E€S 有 

aboOavb, 
易 证 入 "也 是 3 上 的 偏 序 . 设 任意 ae 5,{a,b) 的 最 大 下 界 和 最 小 
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上 界 存在 ,分 别 记 作 zNA 2 和 aV'2, 并 且 aN b= 二 aVbyaV'b 一 CA 下 
所 以 (S$, ') 也 是 一 个 格 , 且 P* 在 (5, <<〉 中 为 真 当 且 仅 当 了 在 
493， 扫 “)， 中 为 真 . 由 于 命题 P 对 一 切 格 为 真 , 所 以 P' 在 (S, 所》 中 
也 为 真 . 由 

许多 格 的 性 质 都 是 以 对 偶 命 题 的 形式 成 对 出 现 . 我 们 只 须 证 明 
其 中 的 一 个 命题 为 真 ,根据 对 偶 原 理 , 另 一 命题 必然 为 真 . 

定理 5.1 设 (S, <) 是 格 , 则 Ya,6,c ES 有 

《1) aaA< ay aAas 扫 Di; 

《2) a < aVb,b<aVo; 

(3)a<bHa<c—>a<bhe; 

(4)a 之 5b 有 a>c=>a>bVie. 

证 易 见 (2) 是 (1) 的 对 侦 命 题 ,(4) 是 (3) 的 对 偶 命题 ,我 们 只 
须 证 明 (1) 和 (3) 即 可 . 

(1)y Ya,bE€ES,aA6 是 {a,5b} 的 最 大 下 界 . 因此 aA5 琶 是 a 的 下 
界 也 是 8&8 的 下 界 , 克 有 

aAb<a,aAp<b. . 

(3) Ya,b,c ES 由 ea 和 8 和 as 和 c 知 < 是 {,c) 的 下 界 ,而 bAc 
是 {8,c} 的 最 大 下 界 , 故 a < &Ac. EL 

定理 5.2 设 (S, 二 ) 是 格 ,Ya,5 ES 有 

AoAb=aOaVe=b,. 

证 Ya,b85E5, 设 a 二 45, 由 偏 序 < 的 自 反 性 又 有 a sc. 由 定 
理 5.1(3) 有 a 二 aA5b. 由 定理 5.1(1) 又 有 aAb a. 根据 这 两 方面 
结果 必 有 aAb = a. 

有 反之 , 若 aA5 二 4, 由 aA6b 世 6 可 得 a < 5. 综 合 上 述 就 证 明了 a 
<pOuNAbp=a. 

同 理 可 证 az 过 吕 全 caVD 一 如 和 

设 4 人 3, 入) 是 格 . 对 任意 的 ap ES,， 都 有 ccAp， avVo ES. 
可 以 把 求 最 大 下 界 与 最 小 上 界 看 作 是 S 上 的 两 个 二 元 运算 , 因此 
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《S, A,，V) 构成 了 代数 系统 , 称 为 格 S 导出 的 代数 系统 . 下 面 讨 论 
这 个 代数 系统 的 性 质 ， 
定理 5.3 设 ( 工 , 人,，V) 是 格 工 导出 的 代数 系统 , 则 
(1) YasbEL 有 
aA\b=bAa,aVb=bVa; 
(2) Ya,b,c 全 工 有 
(aAbNAc=aA(bAe), (aVob Ve =ayV (bYVoe); 
(3) Ya EL 有 
aAa=a,aVa=a; 
(4) Ya,b EI 有 
aAlaVb) =a,ay (aAb) = a. 
证 ”根据 对 偶 原 理 只 须 证 明 每 条 性 质 的 前 半 部 分 . 
(aeAz 是 ta,2) 的 最 大 下 界 ,5Aa 是 {58,a}) 的 最 大 下 界 . 由 
{a'a 一 (pa 得 aAD 一 ANAa. 


(2) (aAb)Ac<aAb < a, OD 
(aAbAc<aNb< ob, © 
(aAb)Ac re. | 全 

由 名 和 人 鲍 得 
(aAb)Ac <bAce. 二 


由 中 和 负 得 
(aAb)Ac < a BHA). 
同 理 可 证 a A (6Ac) < (a 6)Ac. 根 据 < 的 反对 称 性 有 
(aAb)yAc=aA lbAe). 
(3)a 二 asa 是 {a,a}) 的 下 界 , 所 以 a aAa. 又 有 aAa 坏 a, 因 
此 得 a Aa == a. 
(4) 由 定理 5.1(1) 有 aAlaVb) 入 2a. 又 由 az 和 和 ax 和 aVB， 
. 根据 定理 5.1(3) 有 as 和 aA(avVp), 从 而 得 到 azaA(CaVz5) 一 全 目 
定理 5. 3 说 明 格 中 的 运算 A 和 VY 遵从 交换 律 、 结 合 律 、 容 等 律 
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和 吸收 律 .考虑 一 个 相反 的 问题 . 能 不 能 像 群 和 环 一 样 ,通过 规定 集 
合 、 集 合 上 的 运算 及 运算 所 遵从 的 算 律 来 给 出 格 作为 代数 系统 的 定 
义 呢 ? 这 样 定义 的 格 中 的 偏 序 是 什么 ?而 这 个 偏 序 格 所 导出 的 代数 系 
统 和 原来 的 代数 系统 有 什么 关系 ?下 面 就 来 解决 这 些 问题 . 

引 理 ” 设 (S,* ,*) 是 代数 系统 , x 和 :是 二 元 运算 .车 x 和 。 是 
可 交换 .可 结合 .可 吸收 的 , 则 

1)YeE 33 有 axa 一 ay，aoa 一 ai 

(2) Ya,b ES 有 有 ab=bOaxb=ua, 

证 (1) axa 一 ax (ac(axa)) = a. 

Coea 一 Cofa x 【aa)) = a. 

(2) 必要 性 . axb =ax(awb) 一 Q， 

充分 性 . ab = (axb)b = (bxa) 一 也 a 

定理 5.4 设 (S,* ,*) 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 . 若 * 
和 。 运 算 遵 从 交换 律 、 结 合 律 和 吸收 律 , 则 可 以 适当 定义 5 上 的 偏 序 
二 ,使 得 (S, < )} 构成 一 个 格 , 且 (S, <<) 导 出 的 代数 系统 (S, 和，V) 
就 是 (5S, x ,o). 

证 ”在 S 上 定义 二 元 关系 尺 ,Ya,6 ES 有 

uaRb © ap 一 已 

则 尺 为 S$ 上 的 偏 序 关 系 .因为 根据 引 理 有 ， 

YaE€S 有 aw =a, 即 aRa 成 立 ,R 是 自 反 的 ， 

Ya,bE€ES 有 

aRb HbRa=>ad=bHira=a=>a= ba = aw = b, 
尺 是 反对 称 的 . 

Yab,c 记 S 有 

aRb 日 Re 一 ao 一 5 日 pc 一 
之 ax 一 iofpc) = (acec = pc =e = GaRc， 

民 是 传递 的 . 

将 关系 尺 记 作 <. 下 面 证 明 Ya,6 € Ah,{a,5} 有 最 大 下 界 和 最 小 
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上 界 . 

Yas;bEES 有 aBES,H 根 据 引 理 和 已 知 条 件 得 

aobup) = (aa)B 一 ad, 
rtab) = lba) = (bb)a = bra ~ aw, 

所 以 a 是 {a,5) 的 一 个 上 界 . 

假设 <c ES 也 是 {a,5} 的 上 界 , 则 asc 一 cpc 一 ec, 那么 就 有 

《ace)ec = iofpac) 一 aoc = ec. 

从 而 证 明了 aog < c,aw 是 {a,5) 的 最 小 上 界 . 

根据 引 理 的 结论 (2), 类 似 地 可 以 证 明 ax5 是 {a,5) 的 最 大 下 
界 . 因此 <S,， 和 < 构成 一 个 格 ， 和 且 这 个 格 所 导出 的 代数 系统 就 是 
《9 , # ,0), 0 

根据 定理 5.4, 我 们 可 以 从 代数 系统 的 角度 给 出 格 的 另 一 个 定 
义 . 

定义 5.3 设 (L,A,，V) 是 代数 系统 ,其 中 A 和 V 是 二 元 运 
算 . 若 A 和 V 运算 满足 交换 律 .结合 律 和 吸收 律 , 则 称 ( 工 ， A，V ) 
是 一 个 格 . 

今后 我 们 不 再 区 分 是 偏 序 的 格 还 是 代数 系统 的 格 , 一 一 律 统称 格 
工 . 下面 继续 讨论 格 的 性 质 . 

定理 5.5 设 工 是 格 , 则 

(1) Ya,b,c E 二 有 

a<xb>aAc<bAcHaVcec< bvVe:s 
《2) Yasb,c,d EL 有 
a<bHc<d—~>aAc<bAd Bavc<ebovVvd. 

证 所) 由 aAc 二 a 和 a 二 5 得 aAc 二 5b. 而 aAc 攻 c, 由 这 两 
个 结果 必 有 ahAc <bAc. 

同 理 可 证 aVe &&bVe. 

(2) 已 知 a 二 5, 由 (1) 得 aAc 二 5Ac. 同 理由 cd 得 cA5 志 
dAb. 由 于 bAc= 二 cAb,dAb = bAd, 所 以 有 aAc 革 bAd. 
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同 理 可 证 avVc 拉 5Vz. a 
定理 5.5 说 明 格 中 运算 A 和 V 具有 保 序 性 . 
定理 5.6 设 工 是 格 , 则 
(1) ya:picE 工 有 
aVCAc) < (aVb) A (ayVe), 
2A(Vc) 关 (CeAp)VCaAc); 
(2) Ya,b,c 人 LL 有 
axx<pbpeayV cAb) < (aVvec) Nb. 
证 ” (1) 由 对 侦 原 理 ,我 们 只 须 证 明 第 一 个 不 等 式 . 
由 za 入 av 和 ax 和 azaVc 得 
as 和 (avVpA(CzVc). 
又 由 5Ac 才 ps 和 avVp 和 Ac< 和 c 所 avVc 得 
bAc < (oaVb)yA (ayo). 
根据 定理 5.1(4》 有 
aV (bAc) < (aVb) A layo). 
(2) 必要 性 .由 a 5 得 aV6 = 二 58,; 因 此 有 
aV (cAb) < (avVc)A(CaVvVB) 一 (CaVc) AD 
充分 性 . a aV (CAb) < (aVONb KL. 有 
以 上 定理 中 (1) 部 分 的 不 等 式 称 为 分 配 不 等 式 , (2) 部 分 的 不 等 
式 称 为 模 不 等 式 , 当 等 号 成 立时 分 别称 为 分 配 律 和 模 律 . 对 于 一 般 的 
格 只 成 立 分 配 不 等 式 和 模 不 等 式 , 只 有 对 某 些 特殊 的 格 ( 分 配 格 、 模 
格 ) 才能 成 立 分 配 律 和 模 律 . 


$5.2 子 格 . 格 同 态 和 格 的 直 积 


子 格 就 是 格 的 子 代数 . 
定义 5.4 设 红 ,人 入, VY ) 是 格 ,S 是 工 的 非 空子 集 . 若 S 关于 运 
算 A 和 VY 是 封闭 的 , 则 称 ‘S， A 人,，V) 是 格 工 的 子 格 . 
【 倪 5.513 设 图 5.3 是 格 工 的 Hasse 图 . 令 Si 一 {a,e,g1h} ;52 
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三 {a,c,e, 有 hh}, 则 S, 不 是 工 的 子 格 , 因 为 , 
eAg Si,; 而 Ss 是 工 的 子 格 . 

【 例 5.6] 设 G 是 群 ., 令 工 = 
P(G) = {B|B 性 G} 为 G 的 筹集 , 则 工 2 
关于 包含 关系 构成 一 个 格 , 即 G 的 等 集 
格 PC(G). 令 LG) = {HH 是 G 的 子 
群 } , 则 工 (G) 关于 包含 关系 构成 G 的 子 
群 格 . 显然 工 (C) 是 P(G) 的 非 空 子 集 , 但 L(G) 不 一 定 是 P(G) 的 子 
格 .例如 GG 为 Klein 四 元 群 {e,a,p,c}, 则 子 群 格 

Ze) 一 ‘i{e}, {esa}, {le,b}, {ec)},G). 

易 见 te,a} 和 {e,b} 在 PCG) 中 的 最 小 上 界 是 {e,a,8}) ,但 {e,a,5) 区 
L(G).L(G) 关于 P(G) 中 运算 不 封闭 . 

下 面 考虑 格 的 同 态 . 根据 一 般 代数 系统 的 同 态 定 义 不 难 得 到 格 
同 态 的 定义 . 

定义 5.5 设 L,Ls 是 格 ,gL 一 7. 车 Ya,b5 E14 有 pa Ab) 
二 Ya AP 和 HaV5) 二 pla) Vyq(5) 成 立 , 则 称 p 是 格 工 到 工 ,的 
同 态 映射 ,简称 同 态 - 若 "是 单 射 , 则 称 gp 为 单 同 态 ;车 gp 是 满 射 , 则 称 
9 是 满 同 态 ; 若 ?为 双 射 , 则 称 是 同 构 . 

关于 格 的 间 态 和 同 构 有 下 面 的 定理 . 

定理 5.7 设 yg 是 格 (L, A ,V) 到 (L, 人， V ?的 同 态 映射 , 则 
Ya,b EL 有 a<L = pla) < pb). 

证 由 a 5 知 aA5 二 a. 因为 pg 是 工 到 工 ,的 同 夸 ,g(a) 二 
PlaAb) 一 pla) AIA5). 由 定理 5.2 得 g(a) < gb). 量 

定理 5. 7 说 明 格 同 态 具有 保 序 性 ,但 其 逆 不 一 定 为 真 , 保 序 映射 
不 一 定 是 和 同 态 映射 . 图 5. 4 给 出 了 三 个 格 工 ， :L: 和 也 5. 定义 上 映射 加 ,名 
和 品 . 

P: 了 Lpla) = 8) = gl) = a, pd) 一 di. 

PP: Lr LR) = pe) = gd) = di,p(a) = al. 


[23 


S. 3 
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ps: Li Ls, Hla) = a Pb) 一 加， HB) = 0c2, Pld) 一 Ga. 
不 难看 出 ,pp 和 都 是 保 序 映射 ,但 它们 都 不 是 同 态 映射 . 因为 
BV) = Gd) = di, ROIVAC) = AVa os a 
pbAe) = pa) = a RE A = Ad Ad = dd, 
POV) = tld) = d,s PP VY PB) = bey rz = Ce. 


dad 
Oi 
b € | 
本 
A 


Ls 
图 5.4 

定理 5.8 设 五 ,LL; 是 格 ,p:; 工 : 一 工 是 双 射 , 则 9 为 Li 到 工 ;的 
同 构 的 充分 必要 条 件 是 : 

Yab Ea<bS Ha) < pb). 

证 ”必要 性 . 由 定理 5.7 有 a 5 二 Fla) 去 2). 设 Ma) 所 
PCB)， 则 MayAPB) = pla). 因 为 9 是 同 态 ,有 Plab) 二 9a) 人 六) 
一 gla). 再 根据 9 的 单 射 性 得 a A5 一 4a, 从 而 有 a < 5. 

充分 性 . 只 须 证 明 8 是 同 态 映射 .Ya,8 EL 有 a<aVb， 
< aVb. 由 已 知 条 件 必 有 9Ka) < raVB) 和 5) < Fla V5), 因 此 
有 

Pa)V P68) < Ha V 5). 

对 a) V PP) EE 工 ,; 由 9 的 满 射 性 必 存 在 4 EE Ll 使 得 gpd) -一 
Play V 85) .由 ae) < 9d) 知 a 必 d. 由 96) << 9d) 知 b 才 dd. 从 
而 有 aV2 所 了 ,这 就 推出 

ay 6b) < Pd) 一 Ca)V9PCO). 
综合 这 两 个 结果 有 ga V8) 一 Fa) VY 965), 
同 理 可 证 gaAb) = g(a) A 9(b). 四 
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【 例 5.7】 设 g 是 格 工 到 工 ,的 同 构 映射 ,证 明 yr! 是 格 工 ;到 工 ， 
的 同 构 映射 . 

证 Fp 是 双 射 .由 定理 5.8 知 Ya,6 € LI 有 

a < oO Ha) < p06). 
由 于 9g ! 是 工 到 工 | 的 双 射 ,Yzx,yE€ zz 必 3ape 并 使 得 a = 
p11(z), b= 二 9g 1(y). 因 此 有 
工 乞 ?多 ca) < HO Oa bOI) < yy). 
根据 定理 5.8,y7! 是 工 ; 到 工 的 同 构 . i 

在 计算 离散 元 素 序列 的 极限 时 常常 要 求 格 是 完备 格 . 下 面 给 出 
完备 格 的 定义 以 及 格 到 完备 格 的 嵌入 定理 . 

设 5S 是 格 工 的 子 集 ,S 的 最 大 下 界 与 最 小 上 界 分 别 记 为 AS 和 
VS. 若 $ 为 非 空 有 穷 集 {al,azav}, 则 AS 一 aiAaA…Aa VS 一 
aiVazV…Vae. 若 S 为 空 集 名 ,由 下 述 条 件 

Zz 是 名 的 下 界 富 Yala€E DB 一 r+<a) 有 zxE€EL, 

Zz 是 名 的 上 界 导 ValaE Ba<x) 有 xeL 
可 知 工 中 任意 元 素 都 是 名 的 上 界 和 下 界 , 因此 取 A 2 为 工 中 的 最 大 
元 2 为 工 中 的 最 小 元 . 若 $ 为 无 穷 集 ,AS 或 VS 可 能 不 存在 . 

定义 5.6 设 工 是 格 .如 果 对 于 工 的 任意 子 集 S,AS 和 VS 都 存 
在 , 则 称 工 是 完备 格 . 

有 限 格 一 定 是 完备 格 ,无 限 格 不 一 定 是 完备 格 . 集合 B 的 容 集 格 
P(B) 是 完备 格 , 基 使 B 是 无 穷 集 ,PC(B) 也 是 完备 格 ;但 整数 集 Z 关 
于 普通 的 小 于 等 于 关系 构成 的 格 不 是 完备 格 . 

定理 5.9 设 工 是 偏 序 集 .车 对 任意 5S 刁 工 都 有 VS( 或 \S) 存 
在 , 则 工 是 完备 格 . 

证 任 取 SCL, 令 B= {zxz|z€EL 且 z 是 S$ 的 下 界 }, 则 BC 
工 . 由 已 知 条 件 Y B 存在 , 令 a = 二 VB, 则 Ys ES 有 a<s. 所 以 aE€ 8B， 
a 是 B 中 最 大 元 , 即 a 一 入 S. 从 而 证 明了 工 是 完备 格 . 另 一 种 情况 同 
理 可 证 . 者 
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一 个 完备 格 的 例子 是 格 的 理想 格 . 

定义 5.7 设 I 是 格 工 的 非 空 子 集 , 如 果 

(1) Ya,b6 ETT 有 aVeel， 

(27 Ya ElTYrEL,T<arEl, 
则 称 了 是 格 工 的 一 个 理想 . 

格 的 理想 是 格 的 一 个 子 格 . 因为 Ya,58 EE 7T, 有 aA& < a. 由 定义 
5.7(2) 有 aAbE I,T 对 人 和 YY 运算 都 是 封闭 的 . 

【 例 5.8】 考虑 图 5.4 中 的 格 志 .二 有 12 个 子 格 . 它们 是 : {4}， 
{6}, {c}, {d}, a,b), (ac}, {ard}, tb,d}, {csd}, (a,b,d}, (a, 
csd}，{ayb,c,d}). 其 中 有 4 个 理想 , 即 {a}, {a,6}, {a,c}, (a,b,c， 
a}. 

定理 5.10 设 工 是 格 , 令 

1(L) 二 {ziz 蚌 工 的 理想 }， 
则 ICL) 关于 集合 的 包含 关系 构成 一 个 格 , 称 为 格 工 的 理想 格 . 

证 ” 任 取 五 ,7 ETCE) ,由 于 三 非 空 , 必 存在 € ,tz € 了 
由 于 Ais 所 立 ， 王 六 i 去 ias Bh i Ais ET 和 i Ai, € 了 2. 从 而 六 i 
EN 7.N 人 NI 是 L 的 非 空 子 集 . 下面 证 明 了 7) 门 瑟 是 蕊 的 理想 . 

任 取 i,j EN 们 To; 则 i,7j EE 了 且 iyj € 1 从 而 iViE€ 了 和 
2VjiE 12,BRiVjE€ET NM 1. 

ViEDNNIYrEL, 若 zi, 则 有 zxzEI 和 xz€E1l, 从 而 之 
所 五 门卫 

这 就 证 明了 I 门 1 是 工 的 理想 .对 于 包含 关系 , 了 门 1 是 
{T1712} 的 最 大 下 界 . 而 {了 ,1} 的 最 小 上 界 是 包含 着 I 了 U1 的 最 小 
理想 ,因此 I(L) 构成 一 个 格 ， 是 

定理 5.11 对 任意 格 工 , 设 T(Z) 是 工 的 理想 格 . 令 Pa( 工 ) 一 
I(D) UU {名 }; 则 I6(ZL) 是 完备 格 . 

证 ” 易 见 IT6CL) 关于 包含 关系 构成 格 , 下 面 证 明 ,CL) 是 完备 
的 . 
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任 取 3 EST), 若 3 一 好, 则 VS = 名 ETD); 车 S 关 多, 则 
S$ 一代 | 无 是 工 的 理想 ,* € 吕 ), 为 某 个 指标 集 . 令 
A= {ala ELHa< 2 MY Va, sls, € li, k; €E Dn EE Z*). 
则 4 是 工 的 理想 .因为 Ya,b € 4 必 存 在 m,n € Zt+ ,使 得 

a Vi Ve Vi EL, j= 1,2,,m,k; € A, 
六 20VziVVD EL t=1,2n, LE DN, 
所 以 
aVob i Ve Vi Vi Ve Vi. 
易 见 aV56 EE A 并 且 Ya€E A,Yx EI(L),T<Ka 有 xXEA. 

对 和 任意 1,€E5,s € 0,1, 是 工 的 理想 .Yi EE 1, 有 i 二 i, 因此 i€ 
,从 而 推出 7 和 4,4 是 5 的 一 个 上 界 . 另 一 方面 ,S 的 任何 上 界 者 
包含 有 一 切 形 如 Vis VVin(i EE ,EE 和 ,nn 21) 的 元 
素 , 即 4 是 3S 的 最 小 上 界 , 从 而 4=VSE 16(Z). 根据 定理 5.9， 
To(L) 是 完备 格 . a 

定义 5.8 设 工 是 格 , 如 果 能 构造 格 工 ,使 得 格 上 与 工 的 某 个 
子 格 同 构 , 则 称 格 工 , 能 退 入 到 格 工 中 . 

定理 5.12 ”任意 格 工 都 可 以 嵌入 到 To( 工 ) 中 . 

证 ”对 任意 a E 工 , 令 pa) 二 {x|xELHr<a}.Yyr,yE€ 
Fla), 则 xX 二 a 有 旦 ya, 从 而 TVy 所 a; 即 zzVyE€ Ya). Yr EE ga), 
VYyE 工 ,7 所 由 工 和 4a 得 7 所 aa: 即 y 所 Mc). 这 就 证 明 a) 是 工 
的 理想 . gxa) € To(ZL) ,8 是 从 工 到 了 (ZL) 的 映射 . 

假设 有 qka) = p05), 则 

a€ pa) = He) = {rrELHzr< 06}, 
所 以 有 a 二 5b. 同 理 有 65a. 由 565 一 a 知 9 是 单 射 . 
yasb EL 有 
PaVB) 一 {z| 工 区 工 且 zaVp) 
又 由 定理 5. 11 的 证 明 可 知 ga)V9b) 二 {zxIxELExX<aV6b}, 这 
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就 推出 ga V5) 一 失 a)V9B), 而 
Pa 和 2) 一 { 福 | 工 后 工 且 工 乞 ac 门人 | 人工 咎 工 且 工 扫 二 
一 (位 | 工 后 工 且 zs 和 aaAD) 一 waA5). 


所 以 p 是 工 到 I,(ZL) 的 单 同 态 . 工 与 民工 ) 同 构 . 世 拒 人 到 天 人工) 中 ， 


推论 《任何 格 都 可 以 骨 入 一 个 完备 格 - 
证 ”由 定理 5.11 和 5.12 得 证 . 


下 面 考虑 格 的 直 积 . 格 的 积 代数 仍 是 一 个 格 , 称 为 格 的 直 积 . 有 


关 一 般 积 代数 的 定理 对 格 的 直 积 都 是 适用 的 ,请 看 下 面 的 例子 . 


【 例 5. 9 令 工 = 一 ((10,1)， 委 ), 近 是 通常 意义 下 的 小 于 等 于 ， 
则 工 构成 一 个 二 元 格 . 工 的 2 阶 直 积 记 作 上?, 其 中 L? 二 {(0,0)， 
0.1),《1,0),《1,1)}) ,对 任意 《a,b) ,tecsd) € (aa < 《c,d) 局 
a 这 c 且 5 声 4d. 类似 地 可 以 定义 3 阶 直 积 大- ,直到 阶 直 积 工 "， 


nE€Z+t. 图 5.5 给 出 了 工 , 工 和 zs 的 Hasse 图 ， 


(1,1,1> 


1,1> 
1 ¢1.0.1) ¢1s110) 
‘0,1» 《1 0》 | 
oo 
《0 0) 


S. 5 
$5.3 横 格 . 分 配 格 和 有 补 格 


本 节 讨 论 几 种 特殊 的 格 . 
定义 5.9 设 工 是 格 , 若 Yay6c 毛 二 有 
a<b=>aV (Ab 一 (aaVc)AD， 
则 称 厂 为 横 格 . 
144 


KE 例 5.103〗 图 5.6 给 出 了 四 个 格 荆 , 荆 ;; 工 ;, 世 ,不 难 验证 工 1 ,了 2 
和 Ls 都 是 模 格 ,但 了 4 不 是 模 格 . 因 为 C < d, 但 cvV (bhAd) CcC， 
(CecVBAd 一 4, 即 cVGAZ) < (cvV5) Ad. 称 工 : 为 钻石 格 ,Z 为 五 


角 格 . 4 
b 2 
加 bo ce [2 ad 
a a a 
五 L, Ls L, 
5. 看 


下 面 考 虑 一 个 格 是 模 格 的 充 要 条 件 . 
定理 5.13 ”一 个 格 工 是 模 格 当 且 仅 当 工 不 含有 和 五 角 格 同 构 
的 子 格 . 
证 ”由 例 5. 10 的 分 析 ,必要 性 是 显然 的 ,对 充分 性 的 证 明 使 用 
反 证 法 . 
假设 工 不 是 模 格 , 必 存 在 a,b,c EL,a 人 5 且 aV (cAb) < 
(eVcy AD 售 wuw 一 CAG5 工 一 GVCcCAB)Y 一 (aaVcyAD，z 一 cy 一 
a Vc. 下面 证 明 {w,x,y,v,z}) 构成 的 子 格 同 构 于 五 角 格 . 
根据 ,x,y;v,z 的 定义 不 难得 到 
u=cAb<aVcAb)=r< (CAV) AP=y<aVyc=v, 
==cAb<rc=z<aVyr=v. 
{uz ,ys0) 和 {4,2z,v} 是 工 中 的 链 . 由 
=uAc<rAc< yAc= (laVvAAAbAc=eAc=u 
得 xAc= 二 yAc 二 .由 
v=—=aVc<ayV (AVYc= ryVyce < yVc<aVyc~—vu 
得 zxVc = yVc 二 v. 从 而 可 知 = 一 cy = 天 zz 了 yy. 但 对 一 切 t，,s EE 
{zyzyyyosz) 都 有 ztAs 和 ziVsE (zzyyyoyzjy (zyyoz) 是 工 的 
子 格 . 由 上 面 的 分 析 知 zx,y* 彼此 不 等 以 及 w <uz <y 和 工 冯 纪 
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下 面 证 明 z 天 zz 天 2 天 zy 天 吉 

假若 = 二 v, 则 有 zAy= 二 vAy 二 y 和 xzAy 一 cAy 二 wu, 与 4 之 
》 艺 盾 . 假 若 z = 二 wu, 则 有 zxzVzx= 二 wVr 一 z+ 和 zVzx 二 cVx 一 vw, 与 
“工人 vv 逆 盾 ， 

假若 zx 二 xz, 即 cA5 一 aV (cA5b), 从 而 有 a < cAs. 由 此 得 y 一 
(aVc)Ab< ‘(cAB)VYc)Ab=cAb=t4= x, 与 + 过 y 牙 盾 . 

假若 y =v, 即 aVe == (aYc)A5, 从 而 有 aVe < 5. 由 此 得 x 二 
QV (cAB) >aV (AlaVo)) 一 aVc 一 v= 二 yy 与 x < y 蔬 盾 . 

综 上 所 述 ,w,z,y,v,x 两 两 不 等 ,构成 工 的 5 元 子 格 . 令 

PF; ra, rT hrc, yyhH dd, vmre, zh» 6b, 
则 易 验 证 pg 是 {uw,zx,y,v,z} 到 图 5. 6 中 的 五 角 格 工 ,的 同 构 映射 ,与 已 
知 矛 盾 . 和 
定理 5.14 格 工 是 模 格 的 充 要 条 件 是 对 工 中 任意 4,6,c,a 5 
有 & 
2aVc 一 VC 有 上 且 zzAc 一 pPAc 一 上 一 已 

证 “充分 性 . 若 工 不 是 模 格 , 则 工 含 有 一 个 与 五 角 格 同 构 的 子 
格 . 不 妨 设 这 个 子 格 就 是 图 5. 6 中 的 了, 则 有 85cid € Lc < d;, 且 
cAb= dAb,cVYb = 二 dV5, 但 c 关 d, 与 已 知 牙 盾 . 

必要 性 . 设 工 为 模 格 , 则 有 

a=aV (aAc) =aV (Ac) =ay (cAb)= (aVvoAb 

一 (2Vc)AzB 一 上 NA(Vc) 一 五 a 

【 例 5.11】 图 5.7 中 的 格 工 不 是 模 格 . 令 S 一 | 
{fasc,e,f,d}, 则 S 是 工 的 子 格 , 且 同 构 于 五 角 格 ， 
由 定理 5. 13 可 知 工 不 是 模 格 ， “ 

从 另 一 个 角度 来 看 . 在 工 中 有 cd,ec<e, 但 
cVd 二 eVd, cAd 一 eAd, 与 定理 5,14 的 充 要 条 
件 矛 盾 , 因 此 工 不 是 模 格 . 5.7 

下 面 考虑 分 配 格 , 先 给 出 定义 . 
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定义 5.10 设 工 是 格 , 关 Ya;b,c 所 工 有 
aNA(bVe) = CaAb)Y (aAc) 
或 aV (Ac) = (aVb) Naye) 
成立 , 则 称 工 是 分 配 格 . 
例如 图 5. 6 中 的 志 和 工 ; 是 分 配 格 ,但 志 : 和 碾 , 不 是 分 配 格 . 在 世 s 
中 有 
bpACcVd) 一 5Ae 一 2 和 (Ac)VGBAG) 一 aVa 一 4 
而 在 工 , 中 有 
了 AUVc) = dAe=d 和 (d ADV (dNc) 一 aVc 一 <， 
下 面 给 出 分 配 格 的 性 质 ， 
定理 5.15 ” 设 工 为 分 配 格 , 则 在 工 中 成 立 广义 分 配 律 , 即 Va, 
EL,i= 1,2,…,n 有 
CD aV (Ab) 一 人 (Ca V bo), 


C2) a CYB) 一 VCa A bi). 
证 ” 施 归 纳 于 x. 
(1) 7 二 2 时 显然 为 真 . 


假设 # 一 时 有 aVCAb) 一 人 (a Vb 成立, 则 当 # 一 十 1 时 


有 
[3 更 更 
aV CORB) =aV CAB A br) = CaV GAB) A eVatr) 
是 业 十 1 
= AlaV6) A (laV br = A (aV6). 
由 归纳 法 命题 得 证 . 


《2) 同 理 可 证 . 有 
定理 5.16 设 工 为 分 配 格 , 则 Ya,b,c E 工 有 
aAc=bAcHBaVc=bVc>>a= 6b. 
证 a=aVlaAc) =aV BAc) = (aVb) A (avVe) 
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= (CCV6AGCGVc) 一 人 CVa)A(GVc) 一 VCaAc) 
eV Ac) = Lb. i 
定理 5.17 ”分配 格 一 定 是 模 格 . 
证 ” 设 工 为 分 配 格 .Ya,b,c €E 工 ,a 元 6, 则 有 
aV (cAB) = (aVe) NlaVe) = (aVe) he, 
工 为 模 格 . 8 
定理 5. 17 的 闭 不 一 定 为 真 , 例 如 钻石 格 是 模 格 , 但 不 是 分 配 格 ， 
下 面 的 定理 给 出 了 模 格 能 够 构成 分 配 格 的 充分 必要 条 件 . 
定理 5.18 一 个 模 格 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 Ya,b,c EeE 工 有 
CaABYV BAYV (CAa) = (aVb)ACBVe) NYVa). 
证 充分 性 .Ya,6,c E 工 有 | 
aMA(bBVce) =aA(laV)OABVYe) =—=aAlaVe) AlaVe NAYVe) 
一 4A(CGaVB5)A(Vc)ACGYVa)) 一 aACCCADIV(GAc)VCcAa)) 
=((a ABYV (BAcY CAa))) Aa. 
由 于 <A2 和 a, 由 模 律 上 式 等 于 
(aABV HABACOY Cc Aa)) Aa). 
由 于 cAa 二 a, 再 次 使 用 模 律 得 
(AVIcAa)YtBAcAa) 一 (aAD)VCaAc)， 
即 <ACGVec) 一 (ecADV(aAc), 工 是 分 配 格 . 
必要 性 . Ya,b;c EE 工 有 
(aABYV (GAY CAa) 
二 (((aABV5)A(laAB)VOO)V (cAa) (分 配 律 》 
一 (6A(aVc)AGVc))VCcAa) (吸收 律 ,分 配 律 ) 
=bVOOABVa AlaVeVe AlaVvceVa MAbVeyve) 
A 人 (BVYVcVa) (分 配 律 ) 
=(bVe)ACaVe A Va A laVboVe) 《大 等 律 ,交换 律 ) 
一 (eVB)A(CBVce)ACcVac) 目 
定理 5. 19 ”一 个 模 格 是 分 配 格 当 且 仅 当 它 不 含有 与 钴 石 格 同 
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构 的 子 格 . 
证 ”必要 性 是 显然 的 ,只 证 充分 性 . 
假设 模 格 工 不 是 分 配 格 , 必 有 a,5,c € 工 使 得 
(aABV BOAOY (eAa) < CaVb) AIBVc)ACCVa)， 
令 妈 = (aABV AV cAa), v= (a¥Vb)NBVYVONYVa), 
T=uV (aNAv), y=uV BAv), z= wu cAv). 
下 面 证 明 {u,v,x,y,z) 是 工 的 子 格 且 同 构 于 钻石 格 . 
xyVy= uy aNAv)YV (0AvV). 
aAz 一 caA(CaVva)A(CVc)ACVa) 一 4aACDVc)， 
bAv=bAlaVeb)ALVYV) AVYa) = bh (eVYa). 
将 四 和 团 代 入 四 得 
XVy=uV aABVY) YA Ya)). 
由 a 人 (6Vec) < a 区 cVa 和 模 律 得 
(aABVeDYVY OAVa)) = (a (OVO Ve A eVa). 
又 由 86 二 bVc 和 模 律 有 
(CaN (OVONVE= (Va)A Dye). 
@ 代 入 名 得 x 
(aA(CVc))VGA(CcCVa)) = (VALVO AVYa) 一 了 


©@ @ © O00 


D 
将 回 代 入 四 得 
工 Vy 一 北 VPm 一 也 
同 理 可 证 
XAY = . (9) 
yAz=xAzx= uu. OD 
7yVz 一 zxVZ 一 也 DD 


易 见 xz 和 荆 攻 pz 才 yy 才 pz 所 寺 乓 0 假若 zz 一 z, 则 有 工 Vy 

二 wuwVy 二 y, 由 人 多 可 得 y= 二 v. 同 理 有 z 一 上 ,从 而 得 到 ww 一 YAY 一 
yAz 二 ,与 x 之 v 节 盾 . 假 若 v 二 xz, 则 有 xzAy 王 vAy 一 7, 由 使 
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可 得 > 一 xz. 辐 理 有 > 一“ ,从 而 zx 一 xzVz 一 yVz 二 v2, 也 与 # <m 十 
盾 . 这 就 证 明了 wz 之 v. 类 似 地 可 以 证 明 w 过 y 过 vv 和 ww 之 z 之 v. 

假若 z= 一 y, 则 zxAy=z 与 zAy 二 uw <x 了 矛盾. 同 理 可 证 x,y， 
z 两 两 不 同 . 因此 {u,v,z,y,z} 是 一 个 五 元 子 集 , 且 关于 A 与 Vv 是 封闭 
的 ,是 工 的 子 格 .车 令 ps zh> a, zi 6b, ytr ec， FF 过 ,zhre 不 难 
验证 是 {e,p,zyyy*z} 到 例 5. 10 的 钻石 格 的 同 构 ， 目 

推论 1 格 亏 是 分 配 格 当 且 仅 当 世 既 不 含有 与 五 角 格 同 构 的 子 
格 ,也 不 含有 与 钻石 格 同 构 的 子 格 . 

证 ”由 定理 5. 13 和 5. 19 得 证 ， 宝 

推论 2 ”每 一 条 链 都 是 分 配 格 ， 

推论 3 小 于 五 元 的 格 都 是 分 配 格 . 

推论 2 和 推论 3 都 是 推论 1 的 直接 结果 . 

有 了 以 上 的 结果 ,我 们 可 以 将 定理 5. 16 强化 为 下 面 的 定理 . 

定理 5.20 格 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 Ya,5,c € 工 有 

aAc=obAcHaVcec=bVYc>a=b. 

证 ”必要 性 由 定理 5. 16 得 证 . 

充分 性 . 假若 工 不 是 分 配 格 , 必 包 含 一 个 同 构 于 销 石 格 或 五 角 格 
的 子 格 . 车 该 子 格 同 构 于 钻石 格 . 且 它 的 最 小 元 为 ,最 大 元 为 v, 其 
它 三 个 元 素 为 zx,y,z, 则 ZAy = 2zAyzVy 一 zV3, 但 工 天 z. 车 该 
子 格 同 构 于 五 角 格 , 令 它 的 最 小 元 为 zw, 最 大 元 为 w, 其 它 三 个 元 为 z， 
252 且 工 < 2 则 z 人 z 一 yAzzVz 一 yVz, 但 过 天 y, 与 已 知 予 盾 . 

§ 

下 面 考虑 有 界 格 . 

定义 5.11 设 工 是 一 个 格 . 若 存 在 a € 工 ,使 得 Vzz 过 工 -> 
4 sz), 则 称 “ 是 工 的 全 下 界 ; 若 存在 5 拓 工 ,使 得 Vzdz ee 工 -> 
Zz < 0), 则 称 8 是 工 的 全 上 界 . 如 果 工 存在 全 上 界 和 全 下 界 , 则 称 工 是 
有 界 格 . 

格 工 的 全 下 界 实际 上 就 是 偏 序 集 工 的 最 小 元 ,而 全 上 界 则 是 上 
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的 最 大 元 . 而 最 小 元 和 最 天 元 如 果 存 在 , 则 是 唯一 的 . 所 以 有 界 格 存 
在 着 唯一 的 全 上 界 和 全 下 界 ,通常 将 全 下 界 记 为 0, 全 上 界 记 为 1, 而 
将 有 界 格 记 作 〈 工 ,人 ,V ,0,1). 

【 例 5. 123 

(1) 钻石 格 和 五 仍 格 都 是 有 界 格 . 

(2) 集合 B 的 宪 集 格 PC(B) 是 有 界 格 ,其 中 全 下 界 是 好 ,全 上 界 
是 B. 

(3) 群 G 的 子 群 格 工 (G) 是 有 界 格 , 其 中 全 下 界 是 平凡 子 群 {e}， 
全 上 界 是 平凡 子 群 C, 

(4) 完备 格 工 是 有 界 格 ,其 中 全 下 界 是 A 工 ， 全 上 界 是 VL. 

(5) 任何 有 限 格 世 都 是 有 界 格 . 令 工 一 {a1,42,… ,4s} 是 nn 元 格 ， 
则 AasA-…Aas 是 工 的 全 下 界 ,a1VasV… Ya, 是 工 的 全 上 界 . 

由 于 0 和 1 分 别 为 格 工 中 的 最 小 元 和 最 大 元 ,在 求 一 个 命题 尸 的 
对 偶 命 题 时 ,如 果 在 已 中 有 0 或 1 出 现 , 则 需要 将 0 换 成 1, 将 1 换 成 
0, 这 样 才 能 得 到 正确 的 对 偶 命 题 己 ". 例如 命题 忆 是 aV1 一 1: 则 己 " 
是 weA0O 一 0. 

下 面 考虑 有 补 格 , 先 给 出 补 元 的 定义 . 

定义 5.12 设 (L,A,V ,0,1) 是 有 界 格 ,a € 工 . 车 存在 6 Ei 使 
得 aV6 = 二 1 和 aA& == 0, 则 称 5 是 a 的 补 元 - 

Ee 13】 5. RS 


:0 


ek 


解 ”在 LL 中 ,0 与 1 互 为 补 元 ,a 和 6b 无 补 元 . 
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在 ZL; 中 ,0 与 1 互 为 补 元 ,a,6b,c 无 补 元 . 

在 志 : 中 ,0 与 1 互 为 补 元 ,a 的 补 元 是 5,5 的 补 元 是 a 和 ,ec 的 补 
元 是 2. 

在 工 中 ,0 与 1 互 为 补 元 ,a 的 补 元 是 5 和 c,6 的 补 元 是 a 和 c,c 
的 补 元 是 a 和 2 

由 这 个 例子 可 以 知道 在 有 界 格 过 中 0 与 1 互 为 补 元 .而 对 任何 其 
它 元 素 a €E LL,a 的 补 元 可 能 不 存在 ,如 果 存 在 也 可 能 不 是 唯一 的 . 可 
以 证 明 在 分 配 格 中 如 果 一 个 元 素 存 在 补 元 则 是 唯一 的 . 

定理 5.21 设 工 是 有 界 分 配 格 ,a€ 上 .车 a 存在 补 元 , 则 a 的 补 
元 是 唯一 的 . 

证 ”假设 5 和 < 都 是 a 的 补 元 , 则 有 

aVb=1,2aA6 = 0,aVe = l,aAc = 0. 

从 而 有 aVb 二 aVec 和 aAb 一 aAc, 根 据 定理 5. 20 有 b= cc 四 

下 面 给 出 有 补 格 的 定义 ， 

定义 5.13 设 (L,A ,V ,0,1) 是 有 界 格 , 若 vaE 工 在 工 中 都 有 
a 的 补 元 存在 , 则 称 工 是 有 补 格 . 

在 例 5. 13 中 二 和 工 ; 不 是 有 补 格 ,五角 格 工 , 和 钻石 格 是 有 补 
格 . 


3$5.4 布尔 代数 


布尔 代数 也 叫做 布尔 格 . 

定义 5. 14 一 个 有 补 分 配 格 叫做 布尔 格 ( 或 布尔 代数 ). 

由 上 节 的 分 析 可 知 ,在 布尔 格 中 每 个 元 素 都 有 唯一 的 补 元 存在 ， 
因此 可 以 把 求 补 运算 看 作 是 布尔 格 中 的 一 元 运算 , 记 作 一 ;通常 把 
布尔 格 B 记 作 (B,A ,VV ,一 ,0,1). 

【 例 5. 14】 (1) 集合 的 等 集 格 (P(B), 由, U, 一, 好 ,8B， 是 布 
尔 代数 , 称 为 集合 代数 ,其 中 门 和 山 分 别 为 集合 的 交 和 并 运算 ,~ 
尽 绝 对 补 运算 (全 集 是 B). 

152 


(2) 逻辑 代数 ({0,1) ,A ,V ,一 ,0,1) 是 布尔 代数 ,其 中 A 和 V 分 
别 表 示 逻 辑 与 和 逻辑 或 , 一 是 逻辑 非 . 
从 代数 系统 的 角度 可 以 把 布尔 代数 看 作 是 具有 两 个 二 元 运算 、 
一 个 一 元 运算 和 两 个 零 元 运算 的 代数 系统 ,其 中 二 元 运算 满足 交换 
律 、 结 合 律 、 吸收 律 、. 寡 等 律 .分 配 律 ,而 一 元 运算 为 求 补 运 算 , 有 反 过 
来 ,也 可 以 通过 规定 集合 上 的 运算 和 算 律 来 定义 一 个 布尔 代数 . 
定理 5.22 设 (B,*# ,c,*,a,65) 是 代数 系统 ,其 中 x 和 :是 二 元 
运算 ,* 为 一 元 运算 ,a,b E B 是 零 元 运算 . 如 果 满 足以 下 条 件 : 
(1) YrzysyE€ B 有 ZXx*y = yr ry 一 3o7， (交换 律 》 
(2) Yzvyz 所 召 有 
TA (YE) 一 《开关 了 Jo 人 工 兴 各) 


《 

Tefy 关 之 ) = (ry) x (Xz), 分 孔 律 ) 
(3) YXTEB 有 Tx = Ir, ra 一 工 ， 《同一 律 ) 
(4) YrI EB 有 rr=a, zcoazr 一 6 ( 补 元 律 ) 


则 《4B, x ,ce,s,a,6b) 是 布尔 格 .车 规定 * 为 B 中 求 最 大 下 界 运 算 ,* 为 
求 最 小 上 界 运算 , 则 * 为 这 个 布尔 格 的 求 补 运算 且 <a 是 全 下 界 0,2 为 
全 上 界 1. 
证 ” 先 证 YXEB 有 zx% 一 b 和 zxa 二 a. 
XB= (XB) b= bx (xp) 一 《Toe) (XP) 一 xox #6) 
一 eax 一 了 | 
TA (ra) 一 ar a = (THaT)oNTHa) = XT (arn) 
TA 和 = a, 
将 zw25=5 和 zxa = 二 a 记 作 中式 ， 
VYxzriyE 中, 使 用 人 可 得 
(你 关 3) = (THBP(T#y) 一 工 #《B5oy) = rxb= 7, 
X¥ (Xoy) = (xroa) #(zoy) 一 To(G#y) 一 Xa = 2, 
因此 。 和 * 运算 满足 吸收 律 . 
为 证 明 > 和 * 运算 都 满足 结合 律 , 先 证 明 以 下 命题 : Yx,y,z E 
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上 有 
Toy 一 Zeoz 目 azoy 一 azoz yz. ©@ 
由 -py 一 roz 日 szrny 一 aroz = (XO¥) # 《aroy)] = (ror) % (azoz) 
> (XeT)Y = (THT) = acy 一 aoz >y=z 
命题 @ 得 证 . 
下 面 证 明 Yz,y,z € 日 有 (zxy) xzx 一 zx (yxz) 成 立 . 由 等 
式 


X(T (yz2)) 一 工 ， ©®@ 
TA(THYI KE) = TAFTRII K(X) = Tr) = (DD 
-可 得 (TCy 2)) = T(x y) sx) 6 
而 
TIAT KVRL)) = (arr) (oroly ¥ zZ)) 
bx (“xy 2)) 一 szofykz)， © 
STA(THEY) KL) = (arr y)) x (arcz) 
一 (ezoT) ¥ (sroy) # (aroz) = bx (sroy) x (sro2) 
= (TY) x¥ (ars) = ro y # 2). 他) 
由 名和 全 有 
STIATA (YE)) = AT (x y) x 2). ® 


由 鲍 和 全 ,根据 命题 四 有 < 工 * 《yx 上 z) 一 (zxy)xrz 即 * 运算 满足 
结合 律 . 同 理 可 证 * 运算 也 满足 结合 律 ,因此 B 关于 * 和 =: 运算 构成 
一 个 格 , 根据 定理 5. 4 可 规定 * 运算 就 是 在 格 中 偏 序 < 的 最 大 下 界 
运算 人 ,而 。 运 算 就 是 最 小 上 界 运 算 V ， 

由 xz 一 工 和 :aa 二 工 知 & 是 格 中 最 小 元 0,6 是 格 中 最 大 元 1. 
又 由 Xxx*^ 二 a 和 工人 sz 二 5 可 知 :z 是 xz 的 补 元 .BB 是 布尔 格 . 上 

下 面 考虑 布尔 代数 的 人 性质 . 

定理 5.23 设 (B, A,V，, 一 ,0,1) 是 布尔 代数 . 则 

(1) Ya€E B,a= a. 

(2) YabEB,aAb=aVb,aVob—aNb. 
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(3) Yasb EB, 
& 所 五 人 eaAb 一 0 全 av 一 1 全 cA 一 aa 人 aaV5 一 六 
(4) Ya, bEB,a<boOb<a. 
证 (1)4 是 a 的 补 元 ,a 是 a 的 补 元 ,由 补 元 唯一 性 有 a = a. 
(2) (a MPV (ayb) 一 (eVaVbACGBVaV6) 
(1VEAlaV1)=1Al=1, 
(aAbAa) VY (aAbAB) 
(OADYV (aAo0)=0YV0= 0. 
因此 aV5 是 aA5 的 补 元 ,由 补 元 唯一 性 有 aA6 = aVz6. 同 理 可 证 
aVyb 一 4 人 五 
(3) 由 定理 5.2 有 abSOaAb=aSaVyb=b. 
证 a<b=>ahb=0.a<b=>aNAb<bAb-0=>aNAb=0. 
证 aA56= 二 0 二 aVb=1. 
aA5=0>aNAb=1=>aVb=1=aVytl= 1. 
证 aVb 二 1 地 a<<b 由 b= 二 0V6= (aA Vb= (aVb)AlaVoe) 
一 《avVzp)A1 一 4aV5 得 ca 所 VD 一 总 
dataVvb=~boaVve=boEahb=bob<a. I 
根据 一 般 代数 系统 同 访 映射 的 定义 不 难得 到 布尔 代数 同 态 的 定 


(a Ab) A (ayo) 


义 ， 
定义 5.15 设 B,， B; 是 布尔 代数 ,9: Bi 一 Bz. 若 Yx,y € Bl 
有 . 
HrAy) = HT) A Hy), 
PXTVY) = HX)YYV Hy), 
x) = Hz), 
则 称 9 是 布尔 代数 Bl 到 B; 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 若 是 单 射 , 则 称 
?8 是 单 同 态 : 若 Y? 是 满 射 , 则 称 ”是 满 同 态 : 堵 是 双 射 , 则 称 Y 是 同 构 . 
【 例 5. 151 设 4 一 (acj，42 一 人 ec) 令 9 已 (4) -> 
P(4:),oz) = TIT {la}, YTE P4D). 则 YzryEe P(4D 有 
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YXzU3y = Uy {a)=( {fadUG— {a}) 


一 2 UPCy)， 
9 站 3 一 (门人 一 人 ef = (rr 一 (ta 门人 3 一 {fa)》 
一 BTZ) 门 wy)， 
Hx) 一 一 并 一 fa) = abc} 一 z) 一 ta) = tbc) — 1, 


HX) 一 {bc 一 YCz) 一 18:c) (x {a)) = 6c) x 
因此 ?是 P(A41) 到 P(A,) 的 同 态 ,和 且 是 满 同 态 . 

不 难 证 明 布 尔 代数 的 同 态 具有 下 面 的 性 质 . 

定理 5. 24 设 B1,B， 是 布尔 代数 ,gq Bl 一 B;. 若 8 是 同 态 , 则 

(1) (0) = 0, 9(1) = 1; 

《2) 9XB1) 是 布尔 代数 , 且 是 B; 的 子 代数 . 

证 (1) 0) = glaAa) = pla) Agla) = pa) A gla) = 0. 

HH1) 一 waVa) = Ha V pa) = FOV Ga) = 1. 

(2) 由 0E€ Bl 有 0 一 90) € q(B1), 同 理 有 1 E€ gl(B1),g(B1i) 是 
B; 的 非 空子 集 且 对 两 个 零 元 运算 封闭 . 

Yry EE HBD,I ,5 € Bi 使 得 gla) = zx, q(6) = y, 从 而 有 

TVy= pa V Hb) = plaVb) € p(B,), 
rzAy = a) Mp6) = gla Ab) € p(B). 

HB1) 对 和 A 和 YY 运算 是 封闭 的 . 

Yr €E MKB),I a € Bi 使 得 gla) = zx, 因此 有 

z= Ha) = a) € HB). 

综 上 所 述 ,gxB1) 对 8, 中 的 所 有 运算 封闭 ,所 以 gkB) 是 B, 的 子 代 
数 , 也 是 布尔 代数 . 

在 一 个 布尔 代数 中 ,0 和 1 分 别 为 关于 V 和 A 运算 的 单位 元 . 对 
于 一 般 的 代数 系统 ,例如 半 群 或 独 异 点 ,只 有 在 满 同 态 映 射 下 才能 将 
单位 元 映 到 单位 元 . 而 对 群 和 布尔 代数 ， 只 要 一 般 的 同 态 映 射 就 可 以 
做 到 这 一 点 . 因为 群 中 有 着 求 逆 元 的 一 元 运算 ,而 布尔 代数 有 着 求 补 
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元 的 一 元 运算 . 因此 在 定义 布尔 代数 同 态 时 不 必 强 调 90) 二 0 和 
HK1)=1. 

下 面 我 们 来 研究 有 限 布 尔 代数 的 结构 . 

定义 5.16 设 工 是 格 ,0 所 了,zE 工 若 YacE 工 有 

0<b<a=>6b :a, 

则 称 a 是 工 中 的 原子 . 

考虑 图 5. 8 中 的 几 个 格 . 其 中 工 ! 的 原子 是 <, 工 : 的 原子 ,也 是 ， 
工 ; 的 原子 是 < 和 8,Z 的 原子 是 za,c. 若 工 是 正 整数 二 的 全 体 正 因子 
集 关 于 整除 关系 构成 的 格 , 则 工 的 原子 恰 为 n 的 所 有 素 因 子 . 

引 理 1 设 工 是 格 ,a,6 E 工 是 工 的 原子 .车 a 关 5, 则 aAb 二 0. 

证 ”假设 aA& 关 0; 则 有 

0O<aAb<a 和 0<aAp 扫 6. 
由 定义 5.16 有 aAb= 二 a 和 aA5 二 5, 从 而 得 到 & 一 8 与 已 知 矛 技 . 
B 

引 理 2 设 B 是 有 限 布尔 代数 ,Yx € Bz 了 关 0, 令 T(x) 一 {ai， 
az…yan} 是 B 中 所 有 小 于 等 于 zx 的 原子 构成 的 集合 , 则 工 = aliVas 
V… Vanu. 称 这 个 表示 式 为 x+ 的 原子 表示 , 且 是 唯一 的 表示 . 这 里 的 唯 
一 性 是 指 : 若 工 == aVasV… Var 二 如 VY bzVY… Vbw; 则 有 

{aiyaz yn — {bi By 

证 令 y 二 aVazV Varn 由 a 六 XxX,i 二 1,2,…,n, 有 >< 
ee 三面 证 明 z 共 y. 

假若 zAy 关 0, 则 存在 B 中 元 素 庙 ,ts，… 5,5， 使 得 二 发 盖 0,ts 覆 
证 思 ,…,t, 覆 六 1, 且 4, 一 xAy. 由 此 可 知 ty 是 原子 , 且 ij < 人 Ay， 
从 而 有 所 入 工 和 所 所 和 

由 tj 二 工 可 知 i €E T(z); 即 存在 a; € T(x) 使 得 二 ai. 又 由 
六 长 ?可 知 坪 Ay 一 二 ,从 而 有 

ti = Ay 一 aiAy 一 Gi 人 (aiVaz VY a) 
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=aih (aiAaz 人 …A 人 za) 

= (auAa)A(CaA…AaCTAGTTA…A 王 ) = 0, 
与 情 覆 盖 0 矛盾 . 这 就 证 明了 xzAy = 0, 即 < y. 综合 上 述 得 到 之 二 
CIVeazV… Van. 

设 + 二 bYVbeV*…V6s 是 z+ 的 另 一 个 原子 表示 . 任 取 a; E (elyaz， 
,dan) ,假若 a; 所 {1,602 ,Bm) ,由 引 理 1 必 有 aiAb; 一 0, 7 一 1,2， 
… ,mm. 由 于 at < zx, 从 而 得 到 

Gi a Nz = aA (BIVb VY VB.,) 
一 (ai ABD VYV Ca; ABa) Vo Y Cas Ab,) 
一 0V0OV…V0 一 0， 
与 a; 是 原子 矛盾 . 这 就 证 明了 a; € {6,6s,…,b,). 同 理 可 证 ,Yb; € 
6b2 bn} 有 已 反 (fearz sawn}. 于 是 
{aiyazy ya = {061 ,ba se ,bm). E 
定理 5. 25 (有 限 布尔 代数 的 表示 定理 》 

设 BB 是 有 限 布 尔 代 数 ,A4 是 8 的 全 体 原 子 构 成 的 集合 , 则 B 同 构 
于 4 的 竺 集 代 数 已 (4)， 

证 VYzE€B, 令 T(z) = {ala € Ba 是 原子 ,a 二 xz), 则 T(x) 
三 4. 定 义 p: BP(4),Yr EB,g(x) = T(x). 下面 证 明 g 是 8B 到 
P(A) 的 同 构 映射 . 

Yx,y E B,Y6,6 为 原子 ,有 

bET(IIAAY OLE A,bK<rAyOLbEA, bX<r,bRy 

SCGEAbS<z)ELGE AL GbET(z) HoeEeTy) 
OPETCIINTOY). 
从 而 有 T(zAy) = T(x) NN TO ,BN pz Ay) = g(r) NN py) 

Yry EB, 设 xz = aVas VVa,., > 一 0OVpV…Vb 是 二 和 
> 的 原子 表示 , 则 Vy = aiV…VasVaV…Va. 由 引 理 2 可 知 
T(rVy) = (al az ,ar bi 61, ) ,又 由 于 

T(x) 一 favazyvyas)，7(y) 一 1562) ， 
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所 以 有 T(zVy) = 二 T(x) Tly), 从 而 得 到 
PTY YY) = HHT) YU py). 
任 取 x E B, 存 在 XE€ B 使 得 TVx 二 1, xAz 二 0, 因此 有 
Hz) U PCz) = prVz) = (1) 一 4， 
rz) NM Hx) = wzAz) = (0) = 8. 
而 4 和 2 分 别 为 PC(A) 中 的 全 上 界 和 全 下 界 , 因 此 rz) 是 rz) 在 
PLA) 中 的 补 元 : 即 
KHz) = Fx). 

综 上 所 述 ,p 是 布尔 代数 B 到 P(A) 的 同 态 .下 面 证 明 9 是 双 射 . 

若 Mz) 一 My), 则 了 T(z) 二 TCy) 一 (alyaz ya) 出 引 理 2 有 
z 一 aiVarV…Van 一 yy， 于 是 92 是 单 射 . 

¥ {bb bm) EE P(A), 令 T=BVb VVba; 则 Fr) = T(r) 
一 {Bb1 yp ,Dm } ,9 是 满 射 . 从 而 ?是 B 到 P(A) 的 同 构 映 射 . a 

定理 5.26 有 限 布尔 代数 的 基数 是 2" 的 形式 ,其 中 mn € N, 且 
任何 两 个 等 势 的 有 限 布 尔 代 数 都 是 同 构 的 . 

证 设 B 是 有 限 布 尔 代数 ,A 是 B 的 所 有 原子 构成 的 集合 , 且 
141 = 二 nn. 由 定理 5.25,B 衬 P(A),1P(4)| 一 2 于 是 | 如 | 一 2. 

设 Bi,8, 是 有 限 布尔 代数 , 且 1B:| = 15:|,， 则 Bi 衬 P 了 (AD)， 
B; 二 PCAs), 其 中 41,A， 分 别 为 Bi 和 B; 的 原子 集合 . 由 此 得 到 

2i44 = |P(4D)1 = 1B| 一 18:| = IP(A2)| = 2%, 

所 以 有 |A1i = 14;| ,存在 双 射 f; 41 一 Az. 令 gp: P(AD) 一 P(A1)， 
ZX) 二 fx), YX 三 41. 下 面 证 明 8 是 PC41) 到 P(4,) 的 同 构 . 

YzyyE P(A), X,Yy 壬 Al, 由 集合 论 的 知识 有 

fr Uy) = fx) YU fy). 
又 由 于 了 是 单 射 的 ,f(z 门 y) = 二 f(z) f(y). 从 而 有 
Hz Uy) 一 Zr) UK Hr Ny) = Hz) NN Fy), 

9p 是 P(A1) 到 户 (4;) 的 同 态 映射 . 

Vr:y € P(A ,由 于 了 是 双 射 可 得 


Hx) 一 Fy) 之 fr) = f(y) 
7 fz) = Ff) = z= y, 
因此 2 是 单 射 的 ， 

VYy < P(Ah2), 令 二 广 :()， 则 由 二 是 双 射 有 rz) 二 
fF ICy)) 一 y. 即 x) 一 y; 且 zzE€ (441), 所 以 9 是 满 射 的 . 综合 
上 面 的 结果 ,yp 是 P(A1) 到 P(A,) 的 同 构 , 即 P(A41) 之 P(A,). 由 辣 
构 的 传递 性 有 B, 二 8，. 

为 证 明 任 何 有 限 布尔 代数 都 与 {0,1)" 同 构 , 先 给 出 以 下 引 理 . 

引 理 1 设 BB 为 有 限 布尔 代数 ,z,y € B,r+ 坟 y. 若 z= alVa; 
V…Vvas 和 2 一 下 ViV…Vebn 分 别 为 和 > 的 原子 表示 , 则 

{alyagzycn) EE {bi ,ba Ob}. 

证 令 4 是 8B 的 全 体 原子 的 集合 .Yz € B, 令 T(z) 一 {ala€ 
A 且 a < zx}. 定义 pg: BP(A), g(xz) 二 T(z),Yx EE B. 由 定理 5. 25 
的 证 明 可 知 p 为 B 到 了 PCA) 的 同 构 . 由 x 二 y 和 同 构 映射 的 保 序 性 
(定理 5.7) 有 T(z) 生 T(y), 凤 {a1542 ,sas) 己 {0152,.…,b)、 

引 理 2 设 B 是 有 限 布尔 代数 ,a€E B 且 0<<a<<1. 令 

[0,a]= {xIlxE BHO<zx <a), 

[a,1]= {rlIx€E BHa<zxz<1}, 
则 [0,z] 和 [a,1] 都 是 布尔 代数 ,但 不 是 B 的 子 布尔 代数 . 其 中 4 是 
[0,aj 的 全 上 界 和 [a,1] 的 全 下 界 . 

证 VYzx,y€Efl0,aj,0<x<a,0<ya 有 0<zxVyX<a,， 
即 zVyE [0 四. 而 0 入 zAy 所 芯 a 所 以 zAyE [Lo,al, [0,a] 
是 格 . 

VYz EB, 令 T(z) = {ulw 是 B 的 原子 且 w << z}. 
` 任 取 z€ [0,aj],z 二 mVasV…Va 和 a 二 VbV.…Vb。 为 x 和 
a 的 原子 表示 , 则 有 8 

TX) 一 (alyazi ya Ta) = {bi, bas , bin). 
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由 工 和 ea 和 引 理 1 有 T(z)ET(a). 令 T(y) 一 Tc) 一 T(z) 一 全 ， 
fy VV Vtm_n. 由 定理 5.25 的 证 明 可 知 
T(rYy) = T(r) UTCy) = T(a), 
T(rAy) = TO) (TC(y) = , 
根据 原子 表示 的 唯一 性 有 zxVy 一 a 和 zxAy 二 0. 因此 zx 与 y 在 L0,aj 
中 互 为 补 元 ,其 中 0,a 分 别 为 L0,aj 的 全 下 界 和 全 上 界 . 从 而 证 明 L0， 
4a] 是 布尔 代数 . 同 理 可 证 [ae,1] 也 是 布尔 代数 . 上 
定理 5.27 对 每 个 有 限 布尔 代数 8,B 关 40} ,都 存在 正 整 数 ”， 
使 得 召 兰 {0,1)". 
证 ”对 1B| 进行 归纳 . 
1B = 二?2 时 , 则 B= 10,1), 令 2 一 1 即 可 .假设 命题 对 一 切 元 数 
小 于 18| 的 布尔 代数 为 真 ,考虑 布尔 代数 B. 取 a € B,0 <a 到 1, 册 
引 理 2 可 知 [0,a] 和 [e,1] 是 布尔 代数 . 令 9; B 一 [0,a] Xx [a,1]，. 
Vb EB,900) = (aAb, avV5)， 则 PP 为 单 射 . 因为 
Hb) = p82) 一 (a AbiyvaVh) = (aA bo,ay b;) 
>aAb=aAb, HaVh=ayb,=> = b,. 
对 任意 的 (x,y) E [0,2a] X [as1j, 令 5 一 yAClrVYa). 由 Xx 坟 a 
二 y 可 得 
aAb=aACyA(rVa)) = (aAyArV (aAyAa) = 7rY0=7, 
aVb=aV (yA(rVa) 一 (eVy)AGCeVzVal) 一 (eVy)A1 一 少 
所 以 gx5) = 《x,y) ,8 是 满 射 的 . 
Yb,c EB, 由 格 的 直 积 定义 得 
925Vc) 一 人 CA(BVc)aVVc)) 一 《CaAD)VQAc)eVDVc， 
一 QQADaV5VAcaVcy 一 AD)YVPCC)， 
PKBAc) 一 (ADBAc QVGAc) = (aAbAc, tayVb) AlayVo)) 
一 人 ADaVp)A(aAcaVvc) = rb) 人 CC)。 
5) 一 (a Ab,a V5). 由 
(aAb VYV (aAb) =aA(bVb) = a, 


(aA5)A(aAz) 一 0 
可 知 aA56 是 aA5 在 [0,a] 中 的 补 元 . 同 理 可 证 aV5 是 aV6 在 [2,1] 
中 的 补 元 . 所 以 gC5) 是 gk5) 在 [0,a] x [a,1] 中 的 补 元 . 这 就 证 明了 
?是 B 到 [0,a] X [a,1] 的 辣 构 . 
由 归纳 假设 存在 正 整 数 和 zm 使 得 [0,a] 衬 {0,1)" 和 [a,1] 之 
{0;1}”, 从 而 有 
B[0,a] Xx [aslj {0,1}" x {0,1}" = {0,1}"+t”, 上 
【 例 5.16】 令 4: = {a}, 4, = {a,6), 4; 二 {a,6;c), 则 短 集 代 
数 PC4》 = {2 , {a}} 同 构 于 {0,1}),P(A,) 同 构 于 {0,1})*, 而 P(A,) 
同 袍 于 {0,1}:. 
定义 5.17 设 B 是 布尔 代数 .函数 f; B" 一 B 称 为 B 上 的 一 个 
# 元 布尔 注 数 . 
| 例如 开关 上 函数 F: {0,1)" 一 {0,1} 是 {0,1) 上 的 = 元 布尔 函数 . 
定理 5.28 设 B 是 布尔 代数 , 令 
F.(B) = {f|f; BB} . 
是 吾 寺 所 有 := 元 布尔 函数 的 集合 .Y_Fg € F,(B), 如 下 定义 fAg， 
FAVSg 六 和 万 :YrE B* 有 
(fF AS)CZ) = fx) A gz), 
(Cf Vg) (rx) = f(r)V g(r), 


f(x) = Flr), 
folz) = 0， 
f(x) = 1. 


则 《F.CB) ,A ,VY ,一 ,fos 记 ) 构成 布尔 代数 . 
证 由 BB 是 布尔 代数 易 见 Yf,g €E F.(B) 有 fAg,fVg:7,fo， 
flEF(B).YI ,gh EE FB),YrE Br 有 
CAS)Cz) = fr) Ag(r) = g(x) AMA) = (Cg A fz), 
从 而 推出 fAg= 二 gf. 
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同 理 有 fvVg 一 gv 

CFA(CgEVR))Cz) = flr) A (gg V hr) 
=f(z) A gr IVACT)) = Cf Cx) NAB VY (fz) AhCz)) 
=(fAgI CV FAR CT) 一 (CFASEJVCFAR))Cz)， 

共 而 推出 fA(gVh) = (f Ae)V (fF AR). 

辣 理 有 fV (egAh) = (Ff Ve)AC VA). 

CFA 万)GCz) = fA Afr) = F(A = f(r), 
CfV fC = fOr folz) = f(r YO = f(r), 

从 而 有 7jA 六 一 了 上 和 JV 乒 一 太 
(fF AP = fA Mf) = fr AF) 一 0 一 Cr)， 
FV Pr) = FAVF) = FO V fF) = 1 = f(r), 

从 而 有 AfF=fo, ffVf= fi. 

综 上 所 述 , 根 据 定理 5.22 可 知 (F,(B), 人 ,VY，, 一， fo, 有 1) 构成 
布尔 代数 . a 

考虑 下 面 开 关 函 数 的 例子 . 

【 例 5.173〗 函数 (0,1) 一 (0,1} 称 为 n 元 开关 溯 数 , 令 B= 
{f|f:(0,1)" 一 (0,1)}) 是 全 体 n 元 开关 消 数 的 集合 .定义 BB 上 的 运 
算 十 , ,一 如 下 ; Yf,g E€ BY (ri zyr)E ti0 1 有 

(Cf + gris ras ,ra)) 
=f{((T TT) 十 有 CT yay)， 

Cf » gCT Tas Ta) ) 
=f((xi ra)) ET, Ta 7)), 
(Cr rer ra)) = fOr Te Tn)), 

则 BB 各 B 上 的 十 ,*, 一 运算 构成 一 个 布尔 代数 ,其 中 B 的 全 下 界 为 

fo, 全 上 界 为 万. 任何 =” 元 开关 函数 有 2" 种 变 元 的 组 合 ,每 个 变 元 的 

组 合 可 以 对 应 于 0 和 1 两 个 值 ,所 以 有 2” 个 不 同 的 4 元 开关 函数 , 即 

1B1 = 22 .我 们 称 这 个 布尔 代数 为 开关 代数 . 开关 代数 是 逻辑 电路 
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的 设计 基础 . 

根据 定理 5. 25 的 引 理 2, 在 开关 代数 中 每 个 元 开关 函数 可 以 
唯一 地 写 出 它 的 原子 表示 ， 而 开关 代数 中 的 最 小 项 就 是 原子 ,因此 每 
个 元 开关 函数 都 可 以 唯一 地 表 成 最 小 项 的 布尔 和 . 


习 题 五 
1. 图 5. 9 中 给 出 了 一 些 偏 序 集 的 喻 斯 图 . 其 中 哪些 不 是 格 ? 说 明理 由 . 
a : f 所 
a e a € 
b c # ce 
gg a np 2 
(1) (2) 《3) 《4 
£ e & f 
f 二 e ff da 二 
c e 
6 Bb C da 8 C 
2 C 
a 2 9 
(5) (6) 《7) (8) 
5.9 
2. 下 列 各 整 数 集 合 关于 整除 关系 都 构成 偏 序 集 ,判断 哪些 偏 序 集 是 格 并 


说 明理 由 . 
(1) {1,2,3,4,6}; 
(2) {1,2,3,4,6,12}s 
(3) {1,2,3,4,6,9,12,18,36}3 
(4) {1,5,5?,53,.}. 
3. 设 工 是 格 ,Yab,c E La 区 bb< e* 证 明 
(1)aV5 一 避 Aci 
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(2) (eaABITVIGAcI = taV ob) A Cave)., 
4. 设 工 为 格 , 证 明 Ya,b,c,d 扎 工 有 
(1) (aAbYYV CAd) < (a¥yec) A (bYVad); 
C2) CaABbYV WAcYYV Cc Aa) < (aVb}yA (BVYc}A (eVYa). 
5, 设 工 为 略 ,Yatyar,…var 忆 工 ,证 明 
dAaA' Aas = aVa VVa, 
当 且 仅 当 am 二 as 一 … 一 a,. 
6. 设 工 为 格 ,a;b 七 工 , 证 明 aAb5 琶 a 且 aA5b 忆 6b 当 且 仅 当 a 与 5 不 可 比 . 
7. 下 面 是 一 些 关 于 格 的 命题 P, 求 PP 的 对 侦 命 题 P*. 
{lyaABVe) = (aAb) VY (aArc); 
(2) (aA5)YV (BAc) 一 《eV5)ACaVc)i 
(3) (aABDIYV tc Ad) < (avVc)A 人 VC 
(4) (aABIYV BAVAa) 去 (avVb)ACVc)ACCCVa). 
车 P" 二 =P, 则 称 PP 是 自 对 偶 的 . 以 上 命题 中 哪些 是 自 对 侦 的 ? 
8， 对 图 5.10 的 两 个 格 Li 和 上 ;, 找 出 过 &B 


它们 所 有 的 3 元 子 格 .4 元 子 格 及 5 元 子 。 2 > f 
各 Ee 
9. 设 工 是 格 , 任 取 a,5€ La 扩 5. 令 四 5 e 
[7 好 


五 :一 {z|zE 工 且 工 共 2)， 

L:= {rx|IxELHea< zr}, 

Ls= {rl|IxELHaxzx< 6b}. Sag 
说 明 上 ,了 zz,Zs 都 是 工 的 子 格 . 

10. 对 图 5. 11 中 的 格 , 判 断 它们 是 否 为 模 格 和 分 配 格 ,并 说 明理 由 . 


天 区 hn e 了 
已 《 号 后 £ . L 4 e 
b cc &5 2C 8 d ¢ 
a a had < a 
n L 六 5 


S. 11 


165 


11. 试 给 出 三 个 6 元 格 , 使 得 其 中 一 个 是 分 配属 ,一 个 是 模 格 但 不 是 分 本 
格 , 一 个 不 是 模 客 . 
12. 设 世 是 格 , 证 明 工 是 模 格 的 充分 必要 条 件 是 对 任 音 a,5,c 所 工 有 
aVAraVc)) 一 (evVbA (CaVc)。 
13. 设 工 是 分 配 格 .a,6,c € 上 .证明 
aib<c<ayVyboec= (aAc)YV (BAcY (aAb). 
14. 设 志 是 模 格 ,ac € 工 . 若 有 
2A(Vc) 一 (Ab)VCaAc) 
成 立 , 证 明 
(5ACeVvc) = (SAD VY GHA), 
(2) aVCAc) = (aVb)hA la Ve). 
15, 设 工 是 有 界 格 ,a,6 入 工 , 证 明 
(1) 车 aV6 = 0, 则 a 二 6 二 0， 
(2) 若 <A5 一 1, 则 ao 一 5 一 1， 
16. 设 工 为 有 限 格 ,证 明 
车 1Z| 之 2, 则 工 中 不 存在 以 自身 为 补 元 的 元 素 ; 
(2) 车 [LL| 守 3 且 工 是 -- 条 链 , 则 工 不 是 有 补 格 . 
17. 设 工 是 有 界 分 配 格 ,是 工 中 所 有 具有 补 元 的 元 素 构成 的 集合 ,证 明 
上 ! 是 工 的 子 格 - 
18. 给 出 所 有 的 5 元 格 , 并 说 明 哪些 是 模 格 , 哪 些 是 分 配 格 ,哪些 是 有 补 覆 . 
19. 设 工 是 长 为 n 的 链 ,CG = a) 是 p' 阶 循环 群 ,p 是 素数 . 若 n 二 +t- 1, 证 
明 工 与 上 的 子 群 格 同 构 . 
20. 设 工 是 分 配 格 ,a E 工 . 今 
f(z) 一 TVay g(r = rAa, YrEL. 
证 明王 和 g 都 是 格 艺 的 自 同 态 映 射 并 求 出 这 两 个 自 同 态 的 疗 态 从 . 
21. 没 工 是 分 配 格 ,a,6 € 工 , 令 
及 一 {xzlr ELHEaAs<r 人 <a}, 
Y= {yly€E Lb<y<aVb). 
定义 f(r) = Vb, Vr EX, g(y) 二 yAha, YyEY. 证 明 f 和 g 起 区 与 之 
间 一 对 互 道 的 客 同 构 映 射 . 
22. 设 工 是 格 ,4 是 过 的 所 有 自 同 态 揣 射 构成 的 集合 . 证 明 4 关于 鼎 射 的 介 
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成 运算 。 构成 一 个 独 异 点 . 
23. 设 工 二 {04a6scy1) 是 钻石 格 , 找 出 工 所 有 的 理想 ,并 给 出 工 的 理想 格 
1(L) 的 哈 斯 图 . 
24. 证 明 对 有 限 格 工 有 了 CD) 衬 工 . 
25. 设 工 一 {0,4,1}, Lz 二 (0,1), 做 出 格 的 直 积 工 x LL, 和 工 ! x LIL, 交工 
的 哈 斯 图 . 
26. 设 ( 召 ,人 V， 一 ,0,1) 是 布尔 代数 ,证 明 Ya,b5E€B 有 
(DaV (aAb) ~ayVb: 
(2) aA (aVb) = anhb. 
27. 设 (8B, 人 ,VY ,一 ,0,1) 是 布尔 代数 . 在 8 上 定义 二 元 运算 人 儿 如 下 : 
Ya €E B, 
aPBEl= (aADY (aAD). 
证 明 (8, 全 构成 Abel 群 . | 
28. 设 (8, A ,VY ,一 ,0,1) 是 布尔 代数 . 在 互 上 定义 二 元 运算 由 和 四 . 
Ya 泊 反 瑟 有 
a PB5= (aABDYV (aAb), 
ab=anb. 
证 明 (8B8, 田 , 全) 是 一 个 布尔 环 ( 布 尔 环 定义 见习 题 四 是 5). 
29. 设 召 是 有 限 布尔 代数 ,4 = {aiyer,…as} 是 B 的 全 和 体 原子 的 集合 .证 
明 YzEBz 一 0 和 当 县 仅 当 对 每 个 ii 一 1,2 :有 zAa 一 10 
30. 设 互 是 布尔 代数 ,aiyas,… ,an E 五 ,证 明 
(1) aAaA ha = aVaV Va 
(2) a VaV Va = aNahN Ma. 
31. 设 B 蚌 布尔 代数 ,a,6,c €E B, 在 B 中 化 简 以 下 表达 式 ， 
(1 Ca A YV Ca AB VY (avVb)s 
(2) (aABY (aABAc Ve. 
32. 设 B;,B; 是 两 个 布尔 代数 ,p: B, 一 Bz. 若 对 任意 a,5 € Bl 有 
HaAD) 一 Ka) 人 6 ， Ka) 一 Ma， 
证 明史 是 Bi 到 B, 的 同 态 . 
33. 设 电 是 布尔 代数 ,a.bEEB 且 a 到 4b. 令 
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[a.b]= {rlIzEBHa<r<6). 
证 明 [a,5] 也 是 一 个 布尔 代数 . 回 [a,b] 是 否 为 B 的 子 布尔 代数 ? 

34. 设 8 是 有 限 布尔 代数 Bi 到 B, 的 同 构 , 证 明 

(1) 若 a 是 B, 中 的 原子 , 则 gla) 是 Bs 中 的 原子 ; 

《2) 2" 个 元 素 的 布尔 代数 有 且 仅 有 ”个 原子 . 

35. 设 ?是 布尔 代数 B, 到 B, 的 同 态 映射 , 令 

=p 1(0) 一 tITE BA yr) 一 0}. 
试 证 明 

(1)0E€J; 

(2) 车 a € J, 则 对 任意 的 x E Bi, 只 要 xz < 4, 就 有 x E J 

(3) 对 任意 a,56EJ 有 aVbE€J. 

36. 设 B 一 (0,4,4,1) 是 4 元 布尔 代数 ,其 中 a 一 5. 8B, 二 {0,1} 也 是 布尔 
代数 . 

(1) 给 出 吾 到 Bz 的 所 有 布尔 代数 同 态 ,并 求 出 每 个 同 态 的 同 态 像 ， 

(2) 令 p: B1 一 Bs 是 布尔 代数 同 态 , 设 在 B, 上 导出 的 间 余 关系 为 一 . 试 
描述 由 (1) 中 的 布尔 代数 同 态 所 确定 的 商 布尔 代数 Bi/ ~ ,说 明 B,/ ~ 的 集合 
和 运算 ， 

37, 设 4,B 是 两 个 不 交 的 集合 . 试 证 明 : 集合 代数 (P(4 五 ), 门 , U ,一 ， 
必 ,4UB) 同 构 于 (P(C4) X PC(B) AY ,一 ,(B, 久 ),(4,B)), 其 中 VX1,X,， 
基 生 4, Yi,Ys,Y 导 B 有 

XI.YI A (Xs) 一 《XI (NN Xo, Yi NN Ys), 
(XI YINY (Xe ya) 一 (XU Xs, Y, UY,), 
— (X,Y)= (A— X,B—Y). 

38。 设 ”是 布尔 代数 Bi 到 8B, 的 满 同 态 映 射 , ~ 是 yg 导出 的 再 上 的 同 余 关 
系 .5: B， 一 五 /~ 是 自然 映射 ,wz € 了 :三 (Z) = [zx] = ‘yly EE€ Bl 且 gy) 一 
HT)). 证明 存在 唯一 的 同 构 映射 /; Bi 六 一 B, 使 得 fcg 二 

39, 找 出 8 元 布尔 代数 的 所 有 闻 代 数 . 

40. 设 B 是 有 限 布 尔 代数 , 且 1B| > 2. 和 任 取 x € 8B, 证 明 {0,z,z,1} 是 8 的 
子 布尔 代数 . 


第 六 组 合 存在 性 定理 


组 合 存在 性 定理 主要 有 Ramsey 定理 , 偏 序 集 的 分 解 定理 以 及 
相 异 代表 系 存 在 定理 . 有 关 偏 序 集 的 分 解 定理 已 在 集合 论 中 做 过 介 
绍 , 这 里 不 再 重复 . 本 章 将 简要 地 讨论 其 它 两 个 存在 性 定理 及 应 用 . 


36.1 和 鲍 业 原理 和 Ramsey 定理 


鲍 巢 原理 也 叫做 抽 居 原则 ,是 Ramsey 定理 的 特例 . 先 给 出 驻 巢 
原理 的 简单 形式 . 

定理 6.1 (人 镶 集 原理 ) 把 n 十 1 个 物体 放 入 个 铺子 里 , 则 至 少 
有 一 个 盒子 里 含有 两 上 或 两 上 以 上 的 物体 . 

证 ”假设 每 个 盒子 里 至 多 一 个 物体 , 则 个 盒子 里 的 物体 总 数 


小 于 等 于 * ,与 物体 总 数 是 * 十 寺 矛 盾 . 有 
ff 例 6.1】 用 两 种 颜色 涂 图 
6. 1 中 的 9 x 3 方 格 ,每 个 方 格 涂 加 四 加 全 
一 种 颜色 . 证 明 必 有 两 列 的 涂 色 
是 相同 的 . 图 6.1 
证 ”每 个 列 可 能 的 涂 色 方案 为 2 一 8 种 .由 催 巢 原理 9 个 列 中 
必 有 两 列 涂 色 方案 相同 . E 


【 例 6.2】 证 明 ”个 连续 整数 中 至 少 有 一 个 数 能 被 "整除 . 

证 ” 设 ” 个 连续 整数 为 zyzzy ze 对 于 ?一 1,2,…,n, 由 除 
法 有 Zz 二 n+ gi 十 rs 其 中 zi E€ (01 一 1). 人 和 假若 存在 一 0，7 
€ {1.2.7), 则 zz; 可 以 被 4 整除 .车 不 然 ,由 铝 巢 原 理 必 有 r, 一 7,， 
ts E {2 nA} ts 则 ntrs Cz) rt 
xz 是 连续 整数 矛盾 . 和 

〖【 例 6.3】 设 rz …，zs 是 2 个 正 整 数 ,证 明 其 中 存在 着 连续 
的 若干 个 数 ,其 和 是 壮 的 倍数 . 
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证 令 3=2 十 za 十 … 十 3: 除 以 2 的 余数 记 作 一 ,一 
1,2,"…,n. 着 存 在 某 个 7 二 0, 则 zi 十 zz 十 … 十 zx; 可 以 被 x 整除. 
否则 由 位 集 原理 必 有 六 一 -> ,因此 

Sj — Si 一 Tt+l 十 X43;2z 十 … 十 Ti 
可 以 被 有 整除. 上 

《 例 68. 43 证明 在 ”十 1 个 小 于 等 于 2n 且 互 不 相等 的 正 整数 中 
必 有 两 个 数 互 素 . 

证 ” 先 证 明 以 下 的 事实 : 

任何 两 个 相 邻 的 正 整 数 是 互 素 的 . 

用 反 证 法 ,假设 n 与 4 十 1 有 公 因 子 a(9 守 2), 则 有 

n 二 gp n+l1= gps, pi,p2 是 整数 . 
从 而 有 gpi 十 1 一 qf2; 即 gq《pi 一 p1) = 1. 这 与 gq 之 2,p; 一 pi 是 整 
数落 盾 . 
把 1,2,*…,2n 分 成 以 下 x 个 组 : 
{1,2},{3,4},*, {2n 一 1,2n}. 
从 组 中 任 取 x 十 1 个 不 同 的 数 ,由 仍 巢 原理 必 有 两 个 数 取 自 同一 组 . 
它们 是 相 邻 的 数 , 所 以 它们 是 互 素 的 . 四 

例 6.5】 在 1,2,…,2n 中 任 取 x 十 1 不 同 的 数 ,证 明 至 少 有 一 
个 数 是 另 一 个 数 的 倍数 ， 

证 ”任何 的 正 整 数 =* 都 可 以 表 成 z 一 2" - 8 的 形式 ,其 中 a 是 自 
然 数 (包括 0) ,8B 为 奇数 . 

设 选 出 的 4 十 1 个 数 从 小 到 大 依次 为 ayez， art 设 a 一 
2 Pi 一 12 on 十 1， pp 只 可 能 取 值 为 1,3,…， 
2n 一 1. 由 观 昌 原理 必 有 有 = Bj,i 二 7, 因此 有 


Qi _ 2°7 a B; 9 一 所 
9, 
从 而 证 明 af 是 ai 的 倍数 ， E 


【 例 6. 6] 一 个 棋 手 为 参加 一 次 锦标 赛 将 进行 77 天 的 练习 . 如 
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果 他 每 天 至 少 下 一 盘 棋 ,而 每 周至 多 下 12 盘 棋 ,证 明 存在 着 一 个 正 
整数 ”使 得 他 在 这 ?77 天 里 有 连续 的 ”天 共 下 了 21 盘 棋 ， 
证 设 w 是 从 第 1 天 到 第 :天 下 棋 的 总 盘 数 ,一 1,2，…… 77: 因 
为 他 每 天 至 少 下 一 盘 棋 , 所 以 
1 人 << 17 
又 因为 每 周至 多 下 12 盘 横 ,77 天 中 下 棋 的 总 数 


arr < 妇 12 XxX ee 132, 


做 序列 
al 十 21,， as 十 21,…az 十 21， 
这 个 序列 也 是 严格 单调 上 升 的 , 且 ar 十 21 迄 153. 考察 下 面 的 序 
列 : 
aiyC&zy… ya777G1 十 21， dz 十 21， A477 十 21， 

该 序列 有 154 个 数 ,每 个 数 都 是 小 于 等 于 153 的 正 整数 ， 由 合集 原理 
必 存 在 i 和 j,j 二 ;使 得 a 一 4; 十 21. 令 nn 二 一 j, 则 该 棋 手 在 第 
j 二 1,j 十 2,…5j 十 一 i 的 连续 天 内 下 了 21 盘 棋 . I 

下 面 考虑 依 巢 原理 的 一 般 形式 . 

定理 6. 2 《〈 鲍 集 原理 的 一 般 形 式 ) 

设 gli9a，… yn 是 给 定 的 正 整数 , 若 把 十 qz 十 "十 dr 一 十 
1 个 物体 放 入 nn 个 例子 里, 则 或 第 一 个 禽 子 至 少 包含 了 9 个 物体 ,或 
第 二 个 盒子 至 少 包含 了 qs 个 物体 ,…, 或 第 n 个 盒子 至 少 包含 了 9. 个 
物体 . : 

证 ”假若 第 i 个 盒子 至 多 包含 9: 一 1 个 物体 ,i 一 1,2,… sn, 则 
盒子 里 的 物体 总 数 至 多 是 | 

di 十 9 十 … 十 ge 一 好 

与 物体 总 数 为 9; 十 gz 十 … 十 2 一 于 十 矛盾 . a 

推论 ”车 ntr 一 由 十 1 个 物体 放 入 个 盒子 里 , 则 至 少 有 一 个 
盒子 里 含有 r 个 或 者 更 多 的 物体 . 
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证 在 定理 6. 2 中 令 gi 一 9 一 … 一 g, 一 + 即 可 . 
车 令 推论 中 的 > = 2, 就 得 到 饮 集 原理 的 简单 形式 . 所 以 钢 集 不 
理 的 一 般 形式 是 简单 形式 的 推广 ,简单 形式 是 一 般 形 式 的 特例 . 
定理 6. 3 《 镶 旭 原理 的 算术 平均 形式 ) 
设 za,mz,… ,ms 是 二 个 正 整 数 , 如 果 它 们 的 算术 平均 
(mi 十 zz 十 … 十 mr 一 1， 
则 存在 mm; 之 r* 其 中 i € {1，2,… >72 } 


证 ”由 已 知 条 件 得 
十 十 王 十 吏 守 (7 一 2)n 十 1. 
根据 定理 6. 2 的 推论 可 知 存在 mm; 庄 7 EE (1,2, ,nn}). E 


定理 6.4 〈 鸟 景 厌 理 的 函数 形式 ) 

设 f: 4->B, 其 中 |A|= 二 mm, |B 二 n, mn € 2+. 车 s 记 71， 
则 在 4 中 至 少 存在 fm/n 1 个 元 素 1rd29°"" A n/a] 使 得 f(al) 一 
f(a2) 二 下 二 了 《armwa1). 其 中 [m/n | 表示 大 于 等 于 m/n 的 最 小 正 整 
数 . 

证 令吉 十 mz 十 一 十 1 二 2,B 二 {yy2r 呈 ;yo) ,其 中 ol 
表示 还 数值 等 于 yw 的 自 变 量 个 数 . 由 m/n > [和 ma/m] 一 1 得 

《mi 十 aa 十 … 十 mas/ > [ma 1 一 1. 

根据 定理 6.3, 必 存在 某 个 m; 实 [mWn 1, 即 在 4 中 至 少 存 在 Tm/n | 个 
元 素 a ,a:，,*… +] ;使 得 f(a) 一 f(as) 一 … 一 太 arm/n1). 

《 例 6. 7〗 有 大 小 两 个 圆 盘 ,把 它们 各 分 成 200 个 相等 的 三 形 . 
从 大 盘 上 任 选 100 个 出 形 涂 上 红色 ,其余 的 涂 上 蓝 色 . 而 在 小 盘 的 每 
个 小 扇形 中 任意 认 上 红色 或 蓝 色 ,然后 将 小 盘 放 到 大 盘 上 ,并 使 两 个 
盘 的 圆心 重合 . 证 明 在 旋转 小 盘 时 可 以 找到 某 个 位 置 使 得 至 少 有 
i00 个 小 遍 形 落 在 同样 颜色 的 大 遍 形 内 ， 图 

证 任 取 一 个 小 山形 , 当 它 落 入 某 个 大 扇形 的 内 部 以 后 ,这 两 
个 扇形 的 颜色 就 构成 一 组 颜色 组 合 . 在 小 盘 族 转 一 周 的 过 程 中 ,这 个 
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小 户 形 与 大 盘 上 所 有 的 扇形 共 构 成 200 组 颜色 组 合 , 其 中 同色 的 有 
100 组 . 因为 小 盘 上 有 200 个 不 同 的 肩 形 ,所 有 的 小 山形 与 所 有 的 大 
扇形 构成 的 同色 的 颜色 组 合 总 共有 100 X 200 = 20000 组 . 而 小 盘 与 
大 盘 的 相对 位 置 有 200 种 ,每 种 位 置 平均 具有 20000/200 二 100 组 同 
色 的 颜色 组 合 . 由 定理 6. 3, 必 存在 着 某 个 位 置 使 得 至 少 有 100 个 小 
扇形 藩 到 同色 的 大 扇形 内 . 和 

g 例 6.8】 设 caiyaz az 是 mn 十 1 个 不 同 实 数 的 序列 ,证 明 
一 定 可 以 从 这 个 序列 中 选 出 十 1 个 数 的 子 序列 aa ,ax,，… ;arr' 使 
得 这 个 子 序 列 为 递增 序列 或 递减 序列 . 例如 序列 15,3,20,12,30 中 
可 以 选 出 3 个 数 的 递增 子 序列 3,12,30 或 15,20,30. 

证 ”假设 不 存在 长 为 n 十 1 的 递增 子 序 列 , 我 们 来 证 明 必 存在 
长 为 二 十 1 的 递减 子 序 列 . 

对 每 个 ,二 1,2,… ,十 1, 邻 ms 表示 从 a 开始 的 递增 子 序列 
的 最 大 长 度 . 由 假设 可 知 1 委 mu 委 #. 考虑 数 mrzzy as 这 十 


十 1 个 数 的 值 只 能 是 1,2,…,n. 由 定理 6.4 必 有 | 对- 士 1 | 一 = 十 1 个 


n 

mz 的 取 值 相等 . 设 me = me, Mn 一 12, 其 中 1 志 & 二 上 二 
十 1, 车 存 在 某 个 i 使 得 as 过 a4,,, 由 于 名 之 +1, 在 
从 wm， 开始 的 最 长 递增 子 序列 的 前 边 加 上 au ,就 得 到 了 长 为 1 十 1 的 
从 wm 开始 的 递增 子 序 列 ,与 mu 一 :矛盾 .因此 au > au 之 … 之 au， 
这 十 1 个 数 构成 了 长 为 ”十 工 的 递减 子 序 列 . a 

下 面 将 钵 桌 原 理 做 进一步 的 推广 . 先 看 几 个 简单 的 例子 . 

【 例 6.9】 天 ,是 6 个 顶点 的 完全 图 ,用 红 , 蓝 两 色 涂 色 天。 的 边 ， 
则 或 者 存在 一 个 红 三 角形 ,或 者 存在 一 个 蓝 三 角形 . 

证 设 KK 的 顶点 为 v1 ,vz，*… 06， 对 于 KK。 的 任何 一 种 涂 色 方 
案 , 由 鲍 集 原理 ,o 关联 的 边 中 有 3 条 同色 边 . 不 妨 设 这 三 条 边 为 
{zayugl 3 {v1 vs}, {vs 04}. 

车 这 三 边 为 红色 , 当 vi,vs,v 之 闻 有 一 条 红 边 ,比如 说 是 {v,， 
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V31， 则 wivzvs 构成 一 个 红 三 角形 ; 当 vw ,vs ,vw 之 间 没 有 红 边 , 则 vsvsv 
构成 一 个 蓝 三 角形 . 

同 理 可 证 当 这 三 边 为 蓝 色 时 命题 也 为 真 . a 

【 例 6.10】 用 红 . 蓝 两 色 涂 色 天 , 的 边 证 明 存 在 一 个 蓝 三 角形 
或 红色 的 完全 四 边 形 . 

证 设 KK, 的 顶点 为 名,v;,…,vs. 对 于 天， 的 任何 一 种 涂 色 方 
案 , 必 存 在 一 个 顶点 连接 4 条 蓝 边 或 6 条 红 边 . 假若 不 然 ,每 个 顶点 


至 多 连接 3 条 蓝 边 和 5 条 红 边 . 那么 蓝 边 总 数 至 多 为 | 2 关 3] 13， 
而 红 边 总 数 至 多 为 | 8 学] 22, 与 K, 具有 9 _x 8 一 36 条 边际 盾 
不 妨 设 vi 连接 4 条 蓝 边 或 6 条 红 边 . 

车 vi 连接 4 条 茧 边 :不妨 设 为 {v1 ,v2)，, {v1 ,v3)， {Vis04}) , {vi vs}. 
车 vs Ua Us ,vs 之 间 存 在 一 条 茧 达 , 比 如 说 是 {v， ;V3} ; 则 wivevs 构成 一 
个 蓝 三 角形 ;车 v, ,vs ,vw ,vs 之 间 不 存在 蓝 边 , 则 这 四 个 顶点 构成 一 
个 红 完 全 四 边 形 : 

若 m 连接 6 条 红 边 ,不 妨 设 为 {virv2}, {vi v3}, {viv4}, {v1 vs}, 
{vi 06}, (Vis V7}. 根据 例 6. 9 ,v2 U3 ,Vy 之 间 有 一 个 蓝 三 角形 或 红 
三 角形 . 如 果 存 在 一 个 蓝 三 角形 则 命题 得 证 ，; 如 果 存 在 一 个 红 三 角 
形 , 则 它 与 vw 构成 一 个 红 完 全 四 边 形 . E 

下 面 给 出 Ramsey 定理 的 简单 形式 . 

定理 6.5 设 p,g 是 正 整 数 ,p,qg 之 2, 则 存在 最 小 的 正 整 数 
R(p ,9) ,使 得 当 n 守 RC(p,g) 时 ,用 红 、 蓝 两 色 涂 色 外 ,的 边 , 则 或 者 存 
在 一 个 蓝 色 的 完全 p 边 形 ,或 者 存在 一 个 红色 的 完全 g 边 形 . 

证 ”用 归纳 法 . 

设 记 为 任意 正 整 数 ,g = 2. 用 红 、 蓝 两 色 涂 色 大 ;的 边 , 车 没有 一 
条 红 边 , 则 存在 一 个 蓝 色 的 完全 边 形 : 若 有 一 条 红 边 , 则 构成 一 个 
完全 红 2 边 形 ,因此 R(p,2) 二 p. 同 理 可 证 R(2,g) 二 5， 

假设 对 一 切 正 整 数 p' ,gq'(p' 十 9 过 p 十 q) 命题 为 真 . 令 n 之 
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R(p 一 1,9) 十 RCps9q 一 1). 用 红 、 蓝 两 色 涂 色 下 ,的 边 , 则 vw 或 关联 
R(p 一 1,9) 条 蓝 边 或 关联 RC(p,g 一 1) 当红 边 . 如 车 不 然 ,v 至 多 关 
联 
R(p—1,9)—1+ Rp,g— 1)—1 
=R(p— 1,9)+ R(p,q9— 1)—2 

条 边 ,与 nn 之 R(p 一 1,9) 十 R(p,g 一 1) 水 盾 . 

车 v 关联 R(p 一 1,9) 条 蓝 边 ,由 归纳 假设 这 Rp 一 1,9) 个 顶 
点 中 或 含有 一 个 蓝 色 的 完全 志 一 1 边 形 ,或 含有 一 个 红色 的 完全 7 边 
形 . 如 为 前 者 , 则 这 个 p 一 1 边 形 加 上 vw 构成 一 个 蓝 色 的 完全 p 边 
形 ,命题 为 真 ;如 为 后 者 ,命题 也 为 真 . 

车 vi 关联 R(p,g 一 1) 条 红 边 , 同 理 可 证 中 必 含 有 一 个 蓝 色 
的 完全 p 边 形 或 红色 的 完全 gq 边 形 ,从 而 证 明了 


R(p,9) RIPp— 19) + Rp,g 一 1). 由 
推论 1 RGp,q) 去 0 
证 ”用 归纳 法 . 
pg—2W,R2,2 = 2, =( 引 -2 


假设 对 一 切 p' ,gCp' 十 9' 二 十 9g) 时 命题 为 真 , 则 
R(p,q9) SE Rp — 1,9) + ROPp,q9 一 1) 
| 相 


p—1li—1 万 一 了 
en ls | 
一 2 es 区 二 下 
2p 时 
推论 2 Rp < (2 < 2 本 


局 【 史 ) 表示 从 = 个 元 素 中 选取 m 个 元 索 的 组 合 数 . 


证 明 留 作 练 习 ， 

定理 6. 5 说 明 对 于 给 定 的 正 整数 p,g,R(p,g) 是 存在 的 , 称 
R(p,q) 为 Ramsey 数 . 定理 6. 5 及 推论 还 给 出 了 Ramsey 数 R(p,g) 
的 几 个 上 界 ,但 确定 精确 的 Ramsey 数 的 值 是 件 相当 困难 的 工作 . 到 
目前 为 止 , 仅 有 极 少 数 小 p,q 的 Ramsey 数 被 找到 . 

【〖 例 6. 11〗 R(3,3) = 6. 

证 由 例 6.9 知 R3,3)< 委 6. 而 图 6. 2 中 的 实 线 
代表 蓝 边 ,虚线 代表 红 边 , 则 这 个 天, 的 涂 色 方 案 上 既 不 
包含 蓝 三 角形 ,也 不 包含 红 三 角形 . 所 以 R(3,3) >> 5 
综合 两 方面 的 结果 有 R(3,3) 二 6. 

KN 6.12〗 民 (3,4) = 9. 

证 ”由 例 6.10 知 R(3,4) 二 9. 而 
图 6. 3 中 的 实 线 代表 蓝 边 ,虚线 代表 红 
边 , 则 这 个 Ks 的 涂 色 方 案 既 不 包含 蓝 
三 角形 也 不 包含 红色 的 完全 四 边 形 , 从 
而 R(3,4) > 8. 综合 两 方面 的 结果 有 
R(3,4) = 9. 

表 6. 1(Stanislaw P. Radziszowski) 

给 出 了 到 目前 为 止 所 得 到 的 小 Ramsey 图 6.3 
数 RC(p,q) 的 某 些 精确 值 或 上 下 界 ,其 中 3 二 训 坪 10, 3 去 9 委 15. 
不 难 证 明 对 Ramsey 数 有 下 面 的 性 质 成 立 . 
定理 6.6 设 记 ,9 是正 整数 ,p,g 汪 2, 则 
R(p,g) 一 R(g,p), 

证 令 n 之 R(q,p). 对 于 用 蓝 \、 红 两 色 涂 色 民 ,的 边 的 任何 一 种 
方案 ,将 蓝 边 换 红 边 , 红 边 换 蓝 边 , 则 或 存在 一 个 蓝 色 的 完全 p 边 形 ， 
或 存在 一 个 红色 的 完全 9 边 形 . 所 以 原来 的 涂 色 方案 中 必 存 在 一 个 
红色 的 完 爹 p 边 形 或 一 个 蓝 色 的 完全 g 边 形 , 即 RCg,p) < R(p,g). 
闻 理 可 证 R(p,q) 所 R(g,p). 和 
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可 以 使 用 集合 论 的 语言 来 描述 Ramsey 定理 . 

对 于 给 定 的 正 整数 p,9， ,9 之 2， 存在 着 一 个 最 小 的 正 整数 
R(p,q) ,使 得 当 n 之 RC(p19) 时 将 集合 一 (unypa，…pn} 的 所 有 的 
2 元 子 集 构 成 的 子 集 族 划分 成 Ei ,上 两 个 部 分 , 则 必 有 V 的 p 子 集 4 
| 《on 3 01 使 得 A 的 所 有 2 元 子 集 都 属于 Ei, 或 有 V 的 g 于 
集 召 一 (Vi ;VU ) 使 得 B 的 所 有 2 元 子 集 都 属于 E;. 这 里 的 集 
合 V 相当 于 顶点 集 , 它 的 所 有 ?2 元 子 集 就 是 天。 的 所 有 的 边 . 将 所 有 
的 2 元 子 集 划 分 成 正和 五 对 应 于 将 所 有 的 边 进行 蓝 和 红 的 二 着 色 ， 
是 4 中 顶点 恰 构 成 一 个 蓝 色 的 完全 了 边 形 ,B 中 顶点 恰 梅 成 一 个 红 
色 的 完全 9g 边 形 . 

Ramsey 进一步 将 这 个 问题 推广 ,对 任意 正 整 数 r 考虑 V 的 所 有 
r 元 子 集 的 划分 间 题 ,得 到 了 关于 7 的 Ramsey 定理 . 

定理 6.7 “对 于 任意 给 定 的 正 整数 ps;9 和 r,po9 这 7， 存在 着 一 
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个 最 小 的 正 整 数 R(p,qyr) ,使 得 当 集 合 S 的 元 素数 尖 RCp,gyr) 时 ， 
将 S 的 -元 子 集 族 任意 划分 成 互 和 EE,, 则 或 者 5 有 某 个 p 子 集 4， 
4 的 所 有 > 元 子 集 都 属于 E,, 或 者 S 有 茶 个 g 子 集 B,B 的 所 有 > 元 
子 集 都 属于 五 :. 

证 ”使 用 多 重 归纳 法 .首先 验证 

RIpsrir) = p, RG,qg;r) = g, R(pyg;1) = p+ 2 一 | 
因为 将 p 元 集 的 所 有 + 子 集 划 分 成 EE 和 Es, 后, 若 E, 二 2, 则 这 个 p 
元 集 就 是 集合 4; 车 天 名, 则 属于 五, 的 7 元 子 集 就 是 集合 BB, 所 以 
有 尺 (p,r;7) 所 p. 而 对 任何 元 数 小 于 zp 的 集合 S$, 将 5S 的 所 有 r 元 子 
集 都 放 入 E, 则 S 中 既 不 存在 p 子 集 4, 使 得 4 的 所 有 +r 元 子 集 都 属 
于 五 ,也 不 存在 r 子 集 召 使 得 BB 属于 E,, 从 而 有 RCp,r;7) 之 p. 这 就 
证 明了 R(p,r;r) 二 p. 同 理 可 证 R(r,gq;7) = q. 又 根据 航 梨 原理 有 
R(p,9;1) = p+g—1. 

假设 对 一 切 正 整 数 p' ,gq', r'(p',， gq' 守 7') 存在 Ramsey 数 
RL(p' ,9' ;7 ), 其 中 p',q' ,r' 满足 ， 

"二 =r1; 
或 P=p~—1l,g =g,r =r; 
或 P=pq9 =gq—1,r =r. 
令 

Pi = Rp 1,97), qi = R(pyg — 137), 
天 一 天 (zaisr 一 1) 十 1 

考虑 = 元 集 $. 任 了 到 zaES, 令 3 = 二 5S 一 (a). 任 给 S 的 > 元 子 集 族 的 
划分 {EE ,Es} ,如 下 构造 5S' 的 > 一 工 元 子 集 族 的 一 个 划分 . 设 X' = 
(zi zzzri 是 3 的 一 个 7 一 1 元 子 集 ,显然 a 乞 X'. 车 {a} UX 
E Ei, 则 将 X' 放 入 E'1; 车 {a} U X' € EE,, 则 将 XX' 放 入 到:. 易 见 
{ 五 ， 瑟 *) 是 S' 的 r 一 1 元 子 集 族 的 划分 .由 归纳 假设 ,下 面 两 种 情 
况 必 有 一 种 成 立 : 

(1) 存在 S' 的 户 子 集 4,4 的 所 有 > 一 1 元 子 集 属于 EE'， 
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(2) 存在 S' 的 和 子 集 B,B 的 所 有 r 一 1 元 子 集 属于 五 :， 

若 为 情况 (1). 册 Pi 一 RCP 一 1,9;7) 可 知 4 中 或 者 包含 一 个 大 
小 为 p 一 1 的 子 集 及 ,XX 的 所 有 7 元 子 集 都 属于 Ei; 或 包含 一 个 大 小 
为 g 的 子 集 Y,Y 的 所 有 7 元 子 集 都 属于 Ei. 如 果 前 者 成 立 , 则 XU 
{za} 是 S 的 思 子 集 , 且 它 所 有 的 + 元 子 集 都 属于 名 ;车 为 后 者 , 则 Y 满 
足 要 求 . 

车 为 情况 (2). 由 91 一 R(p,9 一 1:7) 可 知 B 中 或 者 包含 一 个 p 
子 集 怀 ,和 的 所 有 > 元 子 集 都 属于 五 ,或 者 包含 一 个 9 一 1 子 集 Y,Y 
的 所 有 7 元 子 集 都 属于 EE; 车 为 前 者 ,显然 命题 为 真 ; 若 为 后 者 , 则 Y 
U (a) 是 S$ 的 9g 子 集 , 且 它 的 所 有 7 元 子 集 都 属于 E,. 

推论 RCp,9;7) 所 RCR(Pp- 1,937) ,RCp,9— 137);3r— 1)+1. 

在 定理 6.7 中, 若 + 二 1, 就 得 到 饮 集 原理 (定理 6. 2); 若 r= 三 2， 
就 得 到 Ramsey 定理 的 简单 形式 (定理 6. 5)- 还 可 以 对 定理 6. 7 做 进 
一 步 的 推广 ,从 而 得 到 Ramsey 定理 的 一 般 形式 . 

定理 6.8 (Ramsey 定理 的 一 般 形式 )》 

设 r 守 1,8 字 1,gi 字 7T(i 二 11,2" ,8) 是 给 定 的 正 整 数 , 则 存在 
一 个 最 小 的 正 整数 民 (9iy 9z，… 4; 7) ,使 得 当 n 之 RC(qi;92，"…*" 9457) 
时 将 元 集 5 的 所 有 |[ ”个 "元 于 集 划 分 成 个 于 集 族 工 ,Te，…， 
T,, 那 么 存在 S 的 gq 元 子 集 41 且 色 A， 的 所 有 7 元 子 集 都 属于 了 ,或 者 
在 在 S 的 gq 元 子 集 4: 且 A: 的 所 有 "元 子 集 都 属于 T:,… ,或 者 存在 
S 的 qt 元 子 集 Ai 且 A 的 所 有 7 元 子 集 都 属于 Tux 

证 “对 进行 归纳 . 

二 1, 显然 有 Rl(q1; 7) 一 91- 

上 二 2, 根据 定理 6.7;R(4q1,9237) 是 存在 的 . 

假设 当 关 一 1 时 命题 为 真 , 令 

n = 民 Cg，RR(ga ga 1) 5 r). 
设 $S 为 n 元 集 , 对 S 的 + 元 子 僻 敌 任意 的 划分 {Ti,T2，*… ,T4)}. 令 TT 
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三 ZU Ts UU -… UT 由 定理 6.7 可 以 知道 ,或 者 在 S 中 有 gq, 个 元 
素 , 其 所 有 的 -元 子 集 都 属于 T, ,或 者 在 3 中 有 尺 (9z: ,gs ,gis7) 个 
元 素 , 它 们 所 有 的 ~ 元 子 集 都 属于 工 . 车 为 前 者 ,命题 显然 为 真 . 若 为 
后 者 ,根据 归纳 假设 ,将 工 划 分 成 & 一 1 个 子 集 了 ,了 T 了 ,,…,T, 时 或 有 
工 的 @ 个 元 素 , 其 所 有 的 > 元 子 集 都 属于 7>, 或 有 了 的 9 个 元 素 , 其 
所 有 的 + 元 子 集 都 属于 T,,…, 或 有 工 的 @， 个 元 率 , 其 所 有 的 + 元 子 
集 都 属于 T. 而 了 的 元 素 就 是 5 的 元 素 . 这 就 证 明了 命题 对 也 为 
真 . 和 

推论 Rlgi,g2s"" ,G037) S Rg RCg2,93 ,gasr) sr). 

当 r+r 二 2 时 ,通常 省 略 7 将 Reég ,gq ,- "4417) 记 为 R(gqi,gs,", 
qa). 关于 一 般 的 Ramsey 数 R(gi,gs,""* ;9:) 的 值 到 目前 为 止 只 有 一 
个 结果 , 即 

RI3,3,3) 一 17. 

已 知 的 一 些 上 下 界 是 ， 

51 < R(3,3,3,3) < 65， 

162 < R(3,3,3,3,3) < 322， 

500 RU3,3,3,3,3,3), 

30 < RC(3,3,4) < 32， 

45 RO3,3,5) < 59， 

55 < RC(3,4,4) < 81， 

84 < R(3,3,3,4) < 159， 

128 三 R(4,4,4) < 242. 

下 面 给 出 两 个 应 用 Ramsey 定理 的 例子 . 

【 例 6.13】 设 m 之 3 是 正 整 数 , 则 存在 一 个 正 整 数 NCm) ,当天 
之 入 lm) 时 , 若 平面 内 的 = 个 点 无 3 点 共 线 ,其 中 总 有 着 个 点 构成 一 
个 凸 斑 边 形 的 顶点 ， 

为 证 明 上 述 命 题 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 1 车 平面 内 5 个 点 中 没有 3 点 共 线 , 则 其 中 必 有 4 个 点 是 

182 


-个 凸 4 边 形 的 顶点 ， 

证 取 这 5 个 点 的 一 个 子 集 了 ,使 得 工 中 顶点 
构成 一 个 号 多 边 形 的 顶点 并 且 剩 下 的 点 都 落 在 了 
内 .如 |T1 = 5, 这 5 个 点 本 身 构成 凸 5 边 形 , 其 中 
任意 4 个 点 都 构成 凸 4 边 形 . 若 |T| 一 4, 这 4 个 点 了 
就 构成 凸 4 边 形 . 若 |T| 二 3, 如 图 6.4 所 示 . 不 在 T = 
中 的 两 个 点 确定 一 条 直线 . 根据 侈 全 原理 了 中 必 有 两 点 在 这 条 直线 
的 同 侧 , 则 这 两 点 与 直线 上 的 两 点 构成 一 个 五 4 边 形 的 顶点 量 

引 理 2 设 平面 上 有 贡 个 点 ,着 没 有 3 点 共 线 且 任何 4 个 点 都 是 
_ 介 西 4 边 形 的 顶点 , 则 这 关 个 点 是 一 个 凸 严 边 形 的 顶 辟 ， 
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证 ”用 全 条 直线 将 m 个 点 科 
此 相连 ,假设 其 外 周 构成 一 个 凸 ? 边 形 ,其 
顶点 为 yz ,vo; 如 图 6.5, 若 9g 二 m, 则 
其 余 m 一 9 个 点 落 入 4 边 形 内 . 任 取 其 中 的 


一 个 点 vi, 它 必 薪 入 图 6.5 中 的 一 个 三 角形 U1 Vs 
内 ;比如 说 vivwrn 内 ,由 ovyurorrl 构 成 图 .5 
一 个 回 4 边 形 的 顶点 ,与 已 知 矛 盾 、 和 


下 面 证 明 例 6. 13 中 的 命题 .不妨 设 mr 之 4. 邻 n 之 RC(5 .m34),S 
为 n 元 集 . 将 5 的 所 有 4 元 子 集 族 进行 如 下 划分 :车 它们 构成 一 个 凸 
4 边 形 的 顶点 , 则 放 入 Ts, 否 则 放 入 Tl. 根据 Ramsey 定理 ,或 者 至 少 
有 5 个 点 ,其 一 切 4 子 集 全 是 加 4 边 形 的 顶点 ;或 者 至 少 有 迪 个 点 ,其 
一 切 4 子 集 全 是 凸 4 边 形 的 顶点 . 根据 引 理 1 前 者 是 不 可 能 成 立 的 ， 
根据 引 理 2 后 者 所 说 的 严 个 点 必 构 成 一 个 廿 m 边 形 . 

【 例 6.141 考虑 一 个 通信 中 的 噪音 干扰 问题 . 设 图 G 一 《7， 
瓦 ) ,其 中 VV 是 字符 表 ,Yu,v E VV,{urv) 扎 巨 当 且 仅 当 和 和 v 在 了 曝 音 
和 干扰 下 传送 时 可 能 接收 到 相同 的 字符 ， 称 G 是 通信 传送 的 混淆 图 . 为 
了 保证 不 同 的 字符 在 传送 中 不 发 生 混 消 ,应 该 在 混 清 图 中 选择 一 个 
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顶点 独立 集 作 为 通信 的 字符 集 . 设 BCG) 是 C 的 点 独立 数 , 则 B,CG) 
是 不 会 发 生 混淆 的 最 大 字符 集 的 字符 个 数 . 

下 面 考虑 字符 串 的 传送 问题 . 先 定义 图 G 和 五 的 正规 积 . 

定义 6.1 设 G= (Vi,ED,H = (V,,E,) 是 图 . 令 了 一 Ti x 
Voy bab), ted) E VI XV (lab), cd)} ER 当 且 仅 当 下 述 条 
件 中 至 少 成 立 一 条 . 

(1) {asc} €E EI B{b,d} € E,; 

《274 一 <c 且 15,d) € EE,; 

(3) b=d 有 Hi{a,c} € 五， 
称 图 C' 二 (V,E) 是 G 与 五 的 正规 积 , 记 H 
作 G .五 . 

例如 G, 五 如 图 6.6 所 示 , 则 


V =V Xx V= {lc), lad), (&0) ps C6,c) 


‘ase), cd (6,e)}), 且 积 图 G .HH ~ 

一 《1Y ,五 ) 如 图 6.7 所 示 . 若 将 G, 玉 的 顶点 a, Ne 6,0 

看 作 字 符 , 则 积 图 的 顶点 恰 为 G 中 字符 连结 六 

豆 中 的 字符 所 构成 的 长 为 2 的 字符 串 . (a,e) (8,e) 
设 zy 和 wv 是 字符 集 上 长 为 2 的 字符 二 

串 , 若 规定 : 


zy 与 uv 混淆 当 且 仅 当 以 下 条 件 成 立 其 一 . 

(1) 与 zx 混淆 且 > 与 混淆 ; 

272 一 xx 且 yy 与 混淆; 

(3) 工 与 混 消 上 且 y = v. : 
那么 不 难看 出 字符 串 的 混 清 图 恰 为 字符 混淆 图 G 的 正规 积 G . G. 可 
以 证 明正 规 积 的 点 独立 数 Bo(G HH) 与 图 G, 刀 的 点 独立 数 B,CG) 和 
BotH) 之 间 存 在 下 面 的 关系 . 

定理 6.9 fo(G .HY REG +1BH) 二 1) 1. 

证 ”假设 BCG .HH) 守 RCB,CG) 十 13BotH) 十 1)= 二 nn. 令 4 是 
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G，G 中 一 个 大 小 为 RCBoCG) 十 1,p8(C2) 十 1) 的 点 独立 集 . 对 任 尽 
a,5),《c,d) € A, 则 只 有 下 面 两 种 情况 : 

(1) a 关 c 且 {ayc) 起 瓦 , 其 中 五 是 G 的 边 集 ; 

(2) a 二 Cc 或 {asc) E El, 但 5 关 4d 和 且 (6,d) 筷 忆 ,其 中 已 是 五 

的 边 集 ， 
用 蓝 、 红 两 色 涂 色 出 4 中 顶点 构成 的 完全 nn 边 形 的 边 ， 若 4a,2， 
《csd) 满足 (1)，, 则 涂 成 蓝 色 ; 若 满足 (2) , 则 涂 成 红色 . 根据 Ramsey 
定理 ,天 。 中 或 者 存在 一 个 蓝 色 的 完全 Bu(CG) 十 1 边 形 ,或 者 存在 一 个 
红色 的 完全 BoCH) + 1 边 形 . 若 为 前 者 , 令 
4, 二 (zlkzyy) 是 蓝 色 完全 Bo(G) 十 1 边 形 的 顶点 }， 

则 4 是 GE 中 大 小 为 Bu(G) 十 1 的 点 独立 集 , 与 @G 中 点 独立 数 为 Bo(G) 
矛盾 .车 为 后 者 , 同 理 可 证 与 如 中 点 独立 数 是 Bo( 态 ) 矛盾 . 上 

为 了 得 到 比较 大 的 不 混 消 的 代码 集 , 可 以 利用 不 混淆 的 字符 集 
来 构成 字符 串 . 若 字符 表 中 有 5 个 字符 ,其 中 不 混淆 的 字符 有 3 个 . 
当 构 造 长 为 2 的 字符 串 时 ,不 混淆 的 长 为 2 的 串 至 多 为 

Ri3 十 1;3 十 1) 一 1 一 Rd4,4) 一 1 一 17 

个 . : 


$6.2 相 异 代表 系 


我 们 先 加 顾 一 下 图 论 中 的 Hall 定理 . 
定理 6.10 设 G= (X,Y,E) 是 二 部 图 ,Ya € X 令 
Tl(a y= {ulu EY A {au} EE}. 

VACX, 令 (A) 二 世 T(a), 则 在 G 中 存在 着 从 王 到 工 的 完美 匹配 
的 充 要 条 件 是 对 任何 4 三 和 有 [PC4)1 之 141. 

【 例 6. 15】 考虑 如 图 6. 8 中 的 5 X 3 数组 . 
从 数字 1,2,… ,7 中 选择 5 个 数字 构成 一 个 新 的 
列 加 到 原来 的 数组 上 而 得 到 一 个 5 X 4 数组 . 如 
果 要 求 这 个 新 数组 的 每 列 的 元 素 彼 此 不 等 , 且 每 6.8 


行 的 元 素 也 彼此 不 等 , 问 能 否 构成 这 样 的 新 数组 ?为 什么 ? 

解 令 基 一 {1,2:3,4,5} ,了 一 (12 7) YX GE 凡 ， 
> 和 Yitzy)E 五 全 在 5X 3 数组 中 vy 不 在 行 x 出现 , 则 
G 一 (X,Y 了,E) 是 一 个 二 部 图 ,如 图 6.9 所 
示 . 如 果 G 存在 完美 匹配 , {z,y} 是 一 条 
匹配 边 , 则 将 y 加 到 原 数 组 的 第 x 行 上 ， 
这 样 得 到 的 5 x 4 数组 满足 要 求 . 下 面 验 
证 Hall 定理 的 条 件 . 

VYz EX 有 Pr)| = 4, 央 此 对 了 X 
的 任何 子 集 4, 若 |4| 委 4, 必 有 |T(A4)1 
之 14|. 而 和 的 5 元 子 集 只 有 一 个 ,就 是 和 
自身 .而 I(X)| = 二 7 之 5 二 1X|.G 满 足 Hali 定 理 条 件 ,因此 可 以 
构成 满足 题 设 条 件 的 5 x 4 数组 . 

下 面 考虑 子 集 族 的 相 异 代表 系 问 题 . 

定义 6.2 设 5 为 有 穷 集 , A, ,Al,-… 4. 是 3 的 不 同 的 子 集 . 
一 个 关于 4o,4,,…,4。-: 的 相 蜡 代表 系 是 由 不 同 元 素 构 成 的 有 序 > 
元 组 (coal ,4s_1) ,使 得 a; € Ai, 0 所 i nn 1], 

【 例 6. 16〗 5S 一 {xosyT19""" ws}, 问 对 于 以 下 S 的 子 集 族 是 否 存 
在 相 异 代表 系 ? 

(1) Ao = {zo}, Al = {rosTi}, Azs 一 {zyi 

(2) Ao = {xos xi}, A 一 {zzyzsy， A; 一 { roy zz)， 

解 (1) 不 存在 相 异 代表 系 . 因为 4 中 只 能 选 ro, 因 此 4, 中 只 
能 选 zx 而 As 中 既 不 能 选 ro, 也 不 能 选 zx ,无 元 素 可 选 . 

(2) 存在 相 异 代表 系 ,例如 (zxzoyzzyzz》y, (ziyzoyzoyy ziyzayyzoy， 
《Ti1,Xa1t2) 等 都 是 关于 4o, 4 4， 的 相 异 代表 系 . 

上 述 的 问题 是 一 个 典型 的 组 合 存在 性 问题 . 可 以 使 用 集合 论 的 
方法 来 描述 这 个 问题 ,这 就 是 相 异 代表 系 问 题 . 也 可 以 使 用 图 论 的 方 
法 来 描述 这 个 问题 , 那 就 是 二 部 图 的 完美 匹配 问题 . 

186 


a 
了 


考虑 二 部 图 G = (X,Y 了 ,EE), 设 X= {zoyzlyzs-1j ,YY 二 {yo 
yi" ,ym_1}). 对 于 和 任意 的 工 ; EX,TCz) 之 了 ,因此 T(x0) ,T(r1) ,""*， 
PCzi 构成 了 的 子 集 族 . 易 见 C 中 存在 完美 匹配 

M 一 人 (zi 3 一 0 1 
当 且 仅 当 《yi 3， ;Yi _,) 是 子 集 族 攻 (x0) ,T(xD) ,了 (x1) 的 一 
个 相 异 代表 系 . 二 部 图 G 的 完美 匹配 问题 转化 成 了 集合 族 的 相 异 代 
表 系 问题 . 反之 ,给 定 集合 族 4o,41,…,4.-1, 如 下 构造 二 部 图 G = 
《大 ,了 ; 瑟 ). 任 取 ? 元 集 下 二 {zoyzi ,Ti): 令 Y= 二 AoU 4 UU 
U Ai. 对 任意 的 xz;E X,yE€ A;, 边 {X,Y} 蕊 五 ,7 了 一 0 1 一 工 
易 见 4o,4:， 4-: 存在 相 异 代表 系 (yi ,yi ，*… yi? 当 且 仅 当 
(人 zi) 一 01 

是 G 的 完美 匹配 . 根据 Hall 定理 可 以 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 6.11 设 $S 是 有 究 集 ,Ao,41,… ,A.-! 是 S 的 子 集 族 . 4。， 
A,… ,A 存在 相 异 代表 系 当 且 仪 当 对 所 有 的 &,1 二 二 ,该 子 集 
族 的 任意 二 个 子 集 的 并 都 至 少 含有 大 个 元 素 . 

在 某 些 情况 下 对 于 子 集 族 4。,41,…,4.-1 并 不 存在 相 异 代表 
系 ,但 对 其 中 的 一 部 分 子 集 可 以 存在 相 异 代表 系 . 我 们 希望 确定 具有 
相 异 代表 系 的 子 集 族 所 含 子 集 的 最 多 个 数 , 例如 子 集 族 4o 一 {1,4}， 
A = {1,2},As = {2,4},As = {1,3,4,5},A4 = {1,4). 由 |4。U 4， 
U 4 A, | 一 3 可 知 4o,4: ,A,,4,,A4 并 不 具有 相 异 代表 系 ;但 4， 
A1, 42:,4; 满足 定理 6.11 条 件 , 具 有 相 异 代表 系 . 例如 (1,2,4,3)， 
(1,2,4,5),(4,1,2,3),(4,1,2,5) 等 都 是 相 异 代表 系 ,因此 具有 相 
异 代 表 系 的 子 集 族 至 多 含有 4 个 子 集 . 

定理 6.12 设 S 是 有 次 集 ,4u, Am…,4.-i 是 5 的 子 集 族 .~ 是 
正 整 数 ,r 过 1. 则 在 Ao,41,…,A.-! 中 含有 r 个 子 集 构成 具有 相 蜡 代 
表 系 的 子 集 族 当 且 仅 当 对 所 有 的 k,l ECn,Ao A A 1 中 任 
意 上 个 子 集 的 并 都 至 少 含有 上 一 《n 一 7) 个 元 素 . 
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证 令 B 是 nn 一 +r 个 元 罕 的 集合 , 且 Y4;,i 一 0,1,…,n 一 1, 满 
足 4: 门 B = 红 . 考 虑 集合 族 4,UB, A1UB,…，A,_, 凯 B. 下面 证 明 
4Ao，A1，…，4,-! 中 有 个 于 集 具有 一 个 相 异 代表 系 当 且 仅 当 
AoUBAUB,.…,A,.1UB 具有 一 个 相 异 代表 系 ， 

设 ho,41,…,A,-1 中 有 r+ 个 子 集 具有 相 异 代表 系 ,不 妨 设 这 些 子 
集 是 Ao，A1,…,4.-.1, 且 相 异 代表 系 是 《ao,al,… "1). 令 BB 二 {1， 
B29 ba 则 《aosa1 yao01,62，"… ,bs_:) 是 A B, AUB,., 
4。iU 的 相 异 代表 系 . 反 之 , 设 (zoziyzn 1》 是 4oUB,， 4; 岂 3， 
… ,A441UB 的 相 蜡 代表 系 . 因为 | 召 | = 二 x 一 ,所 以 royzl， …，2zon 
中 至 少 有 r 个 元 素 属于 4,,41,… ,4,_; 中 的 7 个子 集 , 即 有 zz E A;， 
zi, 多 人 € 4A;. 这 就 证 明 (xz;， Xi, zi) 是 A ,A ,A 
的 相 异 代表 系 . 

根据 定理 6.11,AoUB, A1UB,…， 4A,1 则 B 具 有 相 异 代表 系 当 
且 仅 当 对 所 有 的 &,1 委 上 委 ?， 这 = 个 集合 中 的 任意 上 个 集合 的 并 都 
至 少 含有 天 个 元 素 . 设 4 Ai,… ,A 是 4,,Al,… 44。 中 的 任意 到 
个 集合 , 则 A UB, 4;,UB, …， AiUB 是 A,UB, AUB, …， 
4.-1UB 中 的 个 集合 ,而 

1A4,UBUA,UBU..…UA,UB|>k 
后 14 U AU -UA,|E— 1B 


1A UA UUA|k— (nC—r). a 
如 果 在 定理 6.12 中 , 令 r 一 ”就 得 到 定理 6. 11. 定理 6.11 是 定 
理 6. 12 的 特例 . 


下 面 考 虑 一 个 人 0 一 1) 什 阵 的 问题 , 先 给 出 有 关 的 概念 . 
定义 6.3 设 必 = (a,) 是 阶 矩 阵 , 其 中 a 二 0 或 1.mr,n 是 
正 整数 ,n 为 行 数 ,m 为 列 数 且 使 得 这 x 行 和 wm 列 包 含 了 M 中 所 有 的 
1. 称 这 x 行 和 mx 列 为 MM 的 一 个 覆盖 ,” 十 为 覆 庚 数 . 
定义 6.4 设 邓 = (ao) 是 站 阶 (0 一 1) 和 矩阵 :aas 为 MM 中 的 
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两 个 1, 若 i 关 t,j 关 ss, 则 称 这 两 个 1 是 相 离 的 . 
定理 6.13 设 M= (ao 为 k 阶 (0 一 1) 和 矩 阵 , 则 MM 中 含 相 离 
的 1 的 最 多 个 数 等 于 1M 的 最 小 覆盖 数 - 
证 ” 令 m 是 MM 的 最 小 覆盖 数 ,ms 是 MM 中 所 含 相 离 的 1 的 最 多 
个 数 , 显 然 mr 之 m2， 
设 M 的 最 小 颖 盖 由 > 行列 构成 ,ma 二 7 十 5, 不妨 设 是 M 的 前 
r+ 行 和 前 : 列 . 定义 集合 族 
= {|j>sAa = 11}, = 12 7 
若 存 在 个 集合 (1 所 上 上 迄 7) 其 元 素 总 数 小 于 , 则 可 以 用 一 1 个 列 
代替 这 个 行 ,从 而 得 到 一 个 覆盖 数 小 于 7 十 ;的 覆盖 ,与 7 十 :为 最 
小 覆盖 数 矛 盾 . 所 以 子 集 族 41,4;,… ,A, 满足 定理 6. 11 的 条 件 , 故 
存在 相 异 代表 系 . 即 在 矩阵 的 前 + 行 上 存在 r 个 1, 其 中 任何 两 个 1 都 
不 在 同一 行 上 ,也 不 在 前 * 列 上 . 同 理 可 证 在 前 * 列 上 也 存在 * 个 1, 没 
有 两 个 1 在 同一 列 上 ,也 不 在 前 ”> 行 上 . 这 就 推出 mz rT 二 5 = m1. 
综合 以 上 的 结果 有 za 一 m2. 是 
定义 6.5 设 P 是 xn Xx 的 (0 一 1) 矩阵 ,如 果 
已 PT 一 E,, 
则 称 P 为 置换 矩阵 ,其 中 P7 为 P 的 转 置 ,E, 为 阶 单位 矩阵 , 
定理 6.14 设 P 是 nx Xn 的 (0 一 1) 算 阵 , 则 P 为 置换 和 矩 阵 的 
充 要 条 件 是 每 行 每 列 愉 有 一 个 1， 
证 ”车 书 为 置换 矩阵 当 且 仅 当 
1， 车 i 一 小 
PD os 否则 . 
由 2 Papxn=1(=)) 可 知 对 于 给 定 的 i, 恰 有 一 个 Pii = 1，, 即 三 的 
每 行 恰 合 一 个 1. 又 由 避 wapa 一 0G 关 让) 可 知 P 的 每 列 至 多 全 一 


个 1. 因 此 P 的 每 行 每 列 恰 售 一 个 
反之 ， 车 PP 的 每 行 每 列 恰 含 一 个 1, 对 于 :一 1;,2,… yn, 设 第 i1 行 
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的 第 广 个 元 案 pi = 1 则 六 ,7 因为 {1,2, ,2) 的 一 个 排列 ,所 
1， 当 i 二 j， 、 
2 l: 否则 . 

定理 6.15 设 M.CN) 是 自然 数 集 N 上 所 有 ”= 阶 矩阵 的 集合 ,AM 
二 (aj) EE MCN). 若 

Das= Day=il, LE€Z+, 

则 M 可 以 表 成 2 个 (0 一 1) 置换 霜 阵 之 和 . 

证 ”对 4 进行 归纳 . 

1 二 1. 由 于 MM 的 每 行 恰 有 一 个 1, 每 列 孔 恰 有 一 个 1. 根据 定理 
6.14,M 本 身 就 是 一 个 置换 矩阵 . 

假设 对 :上 = t 命题 为 真 . 考虑 上 一 上 十 1 的 情况 .对 于 1 所; 所， 
令 4; 二 {jlaij 之 0). 对 任意 的 &E 2 委任 取 其 中 的 上 个 集合 
A 人 令 5 二 {515529 呈 554); 则 这 此 行 非 零 元 素 之 和 为 


>) Sas = k(t 二 1). 


iES j=1 
由 于 每 列 元 素 之 和 为 :十 1, 这 上 行 的 非 零 元 素 至 少 分 布 到 & 列 中 ,所 
以 有 
14. U 4.. U … U 4, | 之 丰 . 

这 说 明 集 合 族 4 ,4:，…,4。 满 足 定理 6.11 的 相 异 性 条 件 , 所 以 存在 
一 个 相 异 代表 系 (p1,p2，… pr) ,Pi Aj, jj 二 1,2,… sn. 令 第 一 行 p 
列 的 元 素 为 1, 第 二 行 ps 列 的 元 素 为 1,… ,第 nn 行 p; 列 的 元 素 为 1， 
剩 下 的 元 素 全 为 0, 从 而 得 到 一 个 对 应 于 这 个 相 异 代表 系 的 (0 一 1) 
置换 抢 阵 Pi. 令 MM =M— Pi, 则 AM 为 自然 数 集 N 上 的 x 阶 甜 阵 ， 
且 >) ai 二 Da 二 7 一 1 二 Mi 一 (ai)nxr. 由 归纳 假设 Mi 可 以 表 


为 个 (0 一 1) 置换 矩阵 之 和 , 即 
M) 一 书 : 十 已 :十 … 十 了 HH， 
其 中 三: 为 贯 换 矩阵 ,从 而 得 到 
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M=P+M=P+Pt + Pr. B 
【 例 6.17】 设 


M = 


试 给 出 M 的 置换 抢 阵 表示 式 . 

解 令 A 二 {2,4), Als 一 (1,2,3)，43 一 {t2.3,4)，4 一 
{1;3}. 4 4,4a 4 的 一 个 相 蜡 代表 系 是 XX 一 (2,3;4;1》 ,对 应 
于 X， 的 置换 矩阵 是 


HOOD 
ODP 
OOO 


1 
0 
0 
0 


令 M= 二 MM 一 P= 


0100 
10010 
Fa O0001[° 
1000 
0004 
仿 M, 二 M, 一 Ps, 得 到 M; 一 |139090|. 从 而 hs = {4}， 
再 令 2 三 1 29 2 2110| 31 
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4a = {1,2}，4as 一 {1:2,3)}，4a = {1,3}, A As ,Ass 4as 的 相 腊 
代表 系 是 X。 一 〈4,1,2,3). 对 应 于 X; 的 置换 矩阵 是 
0001 
PP: = 


OO 


0 
1 
0 


“OO 
OO 


令 M; 一 M; 一 了 ;= ,因此 44 = {4}, A 一 {2}, 4A,s 一 


OOOWm 


{1,3}, Au = (1,3}. A A Ass, A 的 相 异 代表 系 是 X, = 《4,2,1， 
3). 对 应 于 及 , 的 置换 矩阵 


。 因此 Asi = {4}, As; = {2}，, Ass 一 


{1,3}, Ass = {1,3}. Asi, Asss Asas Ass 的 相 异 代表 系 是 XX == (4,2,1， 
3) ,对 应 于 式 ; 的 置换 矩阵 是 


OD 
COOPO 


OO OO OMOD 
OOOP 


| 分 解 到 此 终止 ,最 后 得 到 


十 


OPOO OOPoO 
DODPF OFPFOD 


POOCOO POOOO 


关于 偏 序 集 的 分 解 定理 已 在 集合 论 部 分 作 了 介绍 ,这 里 不 再 重 
复 .有 趣 的 是 这 个 定理 和 Hall 定理 有 着 密切 的 关系 ,可 以 使 用 这 个 
定理 给 出 一 个 Hall 定理 的 证 明 . 
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设 G= (X,Y 了 ;E) 是 二 部 图 ,其 中 |X| 二 nn, |Y 了 | 一 n' 之 n. 定 义 

针 UY 上 的 关系 R,YxYy(x EX 有 yE€ 站)， 
XRy © 人 zy EE, 
则 RU Ixur 是 XUY 上 的 偏 序 ,其 中 Ixur 为 XUY 上 的 恒 等 关 系 . 
假定 偏 序 集 上 最 长 反 链 的 长 度 是 s, 设 这 个 反 链 为 {Xi1 ,Xs XY1: 
y29" yi) 十 上 二 5s. 由 于 
Crit SS 了 一 《yy 
所 以 ! < 委 站 一 大 即 一 5 十 到 魏 允 ,根据 偏 序 集 的 分 解 定 理 , 侦 序 集 
可 以 分 解 为 条 不 交 的 链 . 设 G 中 最 大 匹配 数 为 m. 每 条 匹配 边 都 对 
应 于 一 条 链 , 基 中 还 剩 下 x 一 m 个 元 素 ,Y 中 剩 下 ww 一 mx 个 元 素 , 总 
的 链 数 为 
二 no 一 区 十 nn 一 扩 二 5 所 nn'， 

因此 % 十 nn 一 mr 过 Ww, 从 而 有 有声 mr, 于 是 存在 完美 匹配 . 

必要 性 是 显然 的 . Hall 定理 得 证 . 


习 题 六 


1. (1) 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 内 任意 放 10 个 点 ,证 明 一 定 存 在 两 个 点 ， 
其 下 离 不 大 于 1/31 

(2) 确定 正 整 数 的 值 ,使 得 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 内 任意 放 rr 个 点 ， 
其 中 必 有 两 点 的 距离 不 大 于 1/n. 

2. 证 明 一 个 有 理 数 的 十 进 小 数 展开 式 自 某 一 位 后 必 是 循环 的 . 

3. 证 明 对 任意 的 正 整数 立 存在 着 六 的 一 个 倍数 ,使 得 它 仅 由 数字 0 和 7 了 7 组 
成 (例如 六 = 3, 我 们 有 3X 259= 777; 有 一 4, 有 4X1925 一 7700N 一 5, 有 
5 X14 一 70,-…)， 

4.《1) 证 明 在 任意 选取 的 n 十 1 个 正 整数 中 存在 着 两 个 正 整 数 ,其 差 能 被 
整除 ; 

(2) 证 明 在 任意 选取 的 十 2 个 正 整 数 中 存在 着 两 个 正 整 数 ,其 差 能 被 2 
整除 或 者 其 和 能 被 2n 整除- 
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5, 某 学 生 有 37 天 的 时 间 准 备考 试 . 根据 她 过 去 的 经 验 至 多 需要 复习 60 小 
时 ,但 每 天 至 少 要 复习 1 小 时 .证 明 无 论 怎样 安排 都 存在 着 连续 的 若干 天 ,使 得 
她 在 这 些 天 内 恰好 复习 了 13 小 时 . 

6. 证 明 任 何 一 组 人 中 都 存在 两 个 人 ,他 们 在 组 内 认识 的 人 人数 恰好 相等 . 

7. 《1) 证 明 每 年 中 至 少 有 一 个 13 日 是 星期 五 . 

(2) 证 明 每 年 中 至 多 有 三 个 13 日 是 星期 五 . 


8 证明 将 mm 个 球 放 入 na 个 合子 ,至 少 有 一 个 盒子 里 有 | 呈 二 | 十 1 个 球 ， 
但 可 能 有 一 种 放 法 使 所 有 的 伪 了 里 不 含有 多 于 | 呈 二 1 | + 1 个 球 . 


9. 将 吉 个 球 放 入 个 愈 于 时 ,证 明 车 加 过 于 人 二, 则 至 少 有 两 个 盒子 里 
有 相同 数目 的 球 . 

10. 把 一 个 圆 盘 分 成 36 个 相等 的 肩 形 ,然后 把 1,2,… ,36 这 些 数 任意 填 入 
36 个 扇形 中 . 证 明 存 在 三 个 连接 的 肩 形 ,其 中 的 数字 之 和 至 少 是 56- 

11. 证 明定 理 6.5 的 推论 2. 

12. 不 使 用 例 6.10 的 结果 证 明 对 任意 10 个 顶点 的 图 G 或 者 在 G 中 存在 大 
小 为 3 的 团 ,或 者 在 G 的 补 图 G 中 存在 大 小 为 4 的 点 独立 集 . 

13. 证 明 RC(r,r,qsr)》 二 94. 

14. 设 g1 ,qz;… gao7 为 正 整 数 ,g; 之 TI7 一 1,2 邻 久 一 Inax{fglydz 
qs}: 证 明 


R(QQ 7) 之 民 (qglvga， ,Gn 57). 
15. 证 明 RC(3,5) = 14. 
“16.。 有 四 个 文件 4,B,C,DD, 每 个 文件 有 一 个 3 位 数 的 代码 如 下 : 
4: 123, B; 303, C;111, D;222. 
问 能 否 对 每 个 文件 从 它 的 代码 中 选取 一 位 数字 ,使 得 这 四 个 文件 用 一 位 代码 来 
识别 ? 
17. 确定 下 列 集合 族 的 所 有 的 相 异 代表 系 . 
(1) 4 = {1,2}, As = {2,.3}, A:; = {3,4}, A = {4,5}, As = {5,1}; 
(2) 4 = {1,2}, A; = {2,3}, ,A, 一 {n,1}. 
18. 有 四 个 码 字 : abcd ,cde ,ab，, ce 需要 存 入 计算 机 ,我 们 希望 对 每 个 码 字 
从 其 字母 中 选择 一 个 字母 作为 代表 存 入 . 如 果 要 求 每 个 码 字 存 入 的 字母 互 不 相 
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定理 7.1 设 mxr 是 正 整 数 , 且 7 之 rr, 则 
pr) = nw Oo 1 “nr + 1). 

证 ”从 元 集中 选取 第 一 个 元 素 有 nn 种 方法 ;在 选 好 了 第 一 元 
素 后 第 二 个 元 素 只 能 取 自 剩 下 的 ”一 1 个 元 素 , 选 法 有 一 1 种 ;类 
似 地 第 三 个 元 素 有 ? 一 2 种 选 法 ;… ;最 后 一 个 元 素 ,也 就 是 第 r 个 元 
素 有 ?7 一 > 十 1 种 选 法 . 根据 乘法 法 则 , 选 法 总 数 为 zkr 一 1)…(n 一 
十 1). 有 

我 们 使 用 n!1 来 表示 n(n 一 1)…2.1 且 规定 0! 一 1 和 已 人 0) 一 
1, 则 有 


n! 
Te 本 
0D， nr, 
fg 例 7.9] 排列 26 个 字母 ,使 得 在 a 和 465 之 间 正 好 有 7 个 字母 ， 
问 有 和 多少 种 排 法 ? 
解 ” 以 a 排头 .6 排 尾 .中间 恰 含 7 个 字母 的 排列 有 PC(24,7) 种 . 
同 理 以 6 排头 .a 排 妊 .中 间 恰 含 7 个 字母 的 排列 也 有 已 (24,7) 种 .由 
加 法 法 则 以 a,6 为 两 端的 9 个 字母 的 排列 有 2P(24,7) 种 . 把 一 个 这 
样 的 排列 看 成 一 个 整体 再 与 剩 下 的 17 个 字母 进行 全 排列 就 得 到 所 
求 的 排列 . 全 排列 方法 是 181 种 ,根据 乘法 法 则 ,所 求 的 排列 数 
N= 2P(24,7) X 18!1 = 36 X 241. 
以 上 讨论 的 排列 确切 地 说 应 该 叫做 线形 排列 . 如 果 我 们 把 集合 
的 元素 排 成 一 个 环 ,那么 排列 数 将 会 碱 少 ,因为 对 于 两 个 环 排列 ,如 
果 其 中 的 一 个 通过 旋转 可 以 变 成 另 一 个 , 则 认为 它们 是 同样 的 环 排 
列 . 
定理 7.2 一 个 nn 元 集 S 的 环形 六 排列 数 是 


Par) _ nl 
r rfn Oo— 1)! 


如 果 7 = x, 则 S 的 环 排列 数 是 (n 一 1)1. 


» 
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第 七 章 ”基本 的 计数 公式 


本 章 以 加 法 法 则 和 乘法 法 则 为 基础 ,讨论 了 选取 问题 的 一 些 基 
本 计数 公式 和 组 合 恒等式 . 


$7.1 两 个 计数 原则 


有 两 个 基本 的 计数 原则 :加 法 法 则 和 乘法 法 则 . 

加 法 法 则 设 事件 和 4 有 zp 种 产生 的 方式 ,事件 B 有 g 种 产生 的 
方式 ,车 事件 4 与 8B 产生 的 方式 不 重 符 , 则 事件 “A 或 B”* 有 pp 十 9g 种 
产生 的 方式 . 

【 例 7.1】 从 有 4 城 到 8B 城 乘 飞机 、 火 车 .轮船 各 有 1 种 方式 ,和 导 汽 
车 有 3 种 方式 , 则 从 4 城 到 B 城 共有 1 十 1 十 1 十 3 = 6 种 方式 . 

【 例 7.2】 ?个 学 生 中 有 5 人 学 习 英 语 ,4 人 学 习 日语 ,1 人 不 学 
英 语 也 不 学 日 语 , 则 这 些 学 生 中 学 习 英 语 或 日 语 的 学 生 不 是 5 十 4 
二 9 人 ,而 是 6 人 .这 里 不 能 使 用 加 法 法 则 ,因为 有 3 人 同时 学 习 英 语 
和 日 语 . 学 英语 和 学 日 语 的 人 有 重生 ,破坏 了 加 法 法 则 的 使 用 条 件 . 

乘法 法 则 设 事件 4 有 pp 种 产生 的 方式 ,事件 B 有 g 种 产生 的 
方式 . 若 事件 4 与 事件 8 人 则 事件 “4 与 B” 有 
p94 种 产生 的 方式 ， 

【 例 7.3] 从 4 城 到 B 城 有 3 种 方式 ,从 B 城 到 C 城 有 2 种 方 
式 , 则 从 4 城 经 过 五 城 到 C 城 有 3 X 2 = 6 种 方式 . 

【 例 7.4] 从 4 张 不 同 的 明信片 中 选取 2 张 分 别 寄 给 2 个 朋友 ， 
则 有 4 x 3 = 12 种 不 同 的 寄 法 ,而 不 是 4 xX 4 一 16 种 不 同 的 寄 法 . 
尽 管 每 个 朋友 可 能 会 得 到 任何 一 张 明 信 片 , 但 当 其 中 的 一 个 人 选 定 
一 张 明 信 片 后 , 另 一 个 独立 的 选 法 只 有 3 种 ,而 不 是 4 种 . 

加 法 法 则 和 乘法 法 则 可 以 推广 到 有 限 个 事件 的 情况 , 即 : 

加 法 法 则 设 事件 41,4A;,… ,A. 分 别 有 思 ,pz，… ,pp, 种 产生 的 
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对 选 好 的 7 个 元 素 进 行 排列 ,排列 数 为 71. 根据 乘法 法 则 ”元 集 的 
一 排列 数 为 CCzyr) "rl, 即 Ponyr) = Cn,r)，r!, 定 理 得 证 , 上 

易 见 当 - 盖 二 时 有 Car) = 0. 当 二 0 时 ,规定 Ctn,r) = 1. 
那么 有 


cen -ae r)1” "之 rr 之 0， 
0， nr 
推论 设 nn,r EN, 对 一 切 nx 之 r 有 

Clnsr) = Cnn — r). 


二 
证 Cln,r) ri(n — rr)! [> -一 (nn — rr}! or)! 


= Cn,n 一 7). | 

【 例 7.11】， 从 1,2,…,300 中 任 取 三 个 数 使 得 它们 的 和 能 被 3 
整除 , 问 有 多 少 种 方法 ? 

解 把 1,2,…,300 分 成 4,B:C 三 组 ， 

A= {Tt|(r)mod3 = 1}, 

B= {xrx|(r}mod3 一 2)， 

C= {rx|(r mod3 = 0}. 

设 所 取 的 数 为 i,j,k. 那么 这 种 选取 是 无 序 的 , 昌 满 足 ti 十 了 十 
上 )mod3 一 0. 将 选 法 分 成 两 类 ， 

i,j,& 都 取 自 同一 组 ,方法 数 Ni 二 3C(100,3)， 

17 分 别 取 自 有 ,B,C ,方法 数 Naz = [C0100,1) 下 . 由 加 法 法 则 
可 得 取 法 总 数 为 

N= 3C(100,3) 十 [CC100,1)]3 = 1485100. 

【 例 7.12〗】 证 明 C(C2n,2) 一 2C(n,2) 十 ns. 

证 ”采用 组 合 分 析 的 方法 . 等 式 左边 表示 从 2 个 不 同 的 球 中 
选取 2 个 球 的 方法 数 . 我 们 把 这 2n 个 球 平均 分 成 4,B 两 组 , 选 球 的 
方法 有 两 类 
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的 数字 . 对 于 某 四 个 数字 ,如 果 选 择 的 次 序 不 同 就 会 得 到 不 同 的 四 位 
数 . 所 以 这 两 个 问题 都 是 从 某 个 集合 有 序 地 选取 知 干 个 元 素 的 问题 ， 
我 们 称 之 为 排列 问题 . 回 题 (1》 和 (2) 的 不 辐 点 仅 在 于 (1) 中 的 选取 
不 允许 重复 而 (2) 中 的 选取 允许 重复 . 

人 例 7.8〗 (1) 从 5 种 不 同 的 球 中 每 次 取 3 个 不 同 的 球 . 问 有 多 
少 种 取 法 ? 

(2) 从 5 种 不 同 的 球 中 (每 种 球 的 个 数 至 少 为 3 个 ) 每 次 取 3 个 
球 , 问 有 多少 种 取 法 ? 

这 两 个 问题 的 取 法 仅 与 选取 的 是 上 娜 几 个 球 有 关 而 与 球 取出 的 次 
序 无 关 . 它们 都 是 从 某 个 集合 中 无 序 地 选取 若干 个 元 素 的 问题 ;我 们 
称 之 为 组 合 癌 题 . 这 两 个 问题 的 区 别 仅 在 于 癌 题 (1) 的 选取 不 允许 
重复 ,而 问题 (2) 的 选取 允许 重复 . 

为 了 处 理 允 许 重 复 的 有 序 或 无 序 选取 问题 先 给 出 多 重 集 的 定 
多 ， 

定义 7.1 元 素 可 以 多 次 出 现 的 集合 称 为 多重 集 , 元 素 a; 出现 

的 次 数 叫做 该 元 素 的 重复 数 , 记 作 mm 二 0,1,-…,co. 含有 大 种 元 索 
的 多 种 集 S 可 记 作 = {7 * dlsn2 * Qasr Pt。 ar}. 

例如 Si 二 {2 a, 4 .5 5.c)，Sy = {00 a, co 加 ,oo0 "cc} 都 
是 多 重 集 . . 

根据 选取 是 否 有 序 与 是 否 可 重复 而 将 选取 划分 成 以 下 四 类 : 


集合 的 排列 有 序 的 不 允许 重复 的 选取 ; 
集合 的 组 合 无 序 的 不 允许 重复 的 选取 ; 
多 重 集 的 排列 有 序 的 允许 重复 的 选取 ; 
多 重 集 的 组 合 无 序 的 允许 重复 的 选取 . 


下 面 给 出 关于 这 四 类 选取 问题 的 计数 公式 . 
定义 7.2 ”从 元 集 S 中 有 序 选 取 的 r 个 元 素 叫 做 S 的 一 个 r- 排 
列 , 不 同 排列 的 总 数 记 作 了 (Cr,7). 如 果 >~ 一 ?2 则 称 这 个 排列 为 3 的 全 
排列 ,简称 为 5 的 排列 . 
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则 ,给 出 所 有 可 能 的 存 人 方法 . 
19. 令 4; 一 (1 2 本 四 {i}, f= 112 on 证 明和 集合 族 .4;, 有 A;，,… ,有 4, 存 


在 相 异 代表 系 . 
20. 设 ME MsCN), 且 


试 把 M 表 成 (0 一 1) 置换 矩阵 之 和 . 
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证 ”把 S$ 的 所 有 线形 x- 排列 分 成 组 ,使 得 同 组 的 每 外 线形 排放 
可 以 连接 成 同样 的 环形 排列 . 因为 每 组 中 恰 含 有 >， 个 线形 排列 ,所 以 


5 的 环形 r- 排列 数 N 一 中, 当 一 时 ,3 的 环形 排列 数 为 
+ 一 (一 1)1. 国 
〖 例 7. 10〗 (1) 10 个 男孩 与 5 个 女孩 站 成 一 排 . 如 果 没 有 两 个 
. 女孩 相 邻 ,| 可 有 和 多少 种 排 法 ? 

《2) 10 个 男孩 和 5 个 女孩 站 成 一 个 圆圈. 如 果 没 有 两 个 女孩 相 
邻 ,加 有 多 少 种 排 法 ? 

解 ”把 男孩 子 看 成 格子 的 分 界 , 每 两 个 男孩 之 间 看 成 一 个 空 
格 , 把 妆 孩 看 成 不 同 的 球 , 那 么 这 个 排列 问题 就 对 应 于 把 不 同 的 球 放 
入 空格 ,并 且 每 个 格 只 能 放 一 个 球 的 问题 . 

《1) 男孩 组 成 格子 的 方法 是 PC(10,10) 种 ,对 于 任何 一 种 组 法 ， 
有 11 个 位 置 放 女孩 , 故 女 孩 的 排 法 数 为 P(i1,5). 根据 乘法 法 则 所 
求 的 排 法 数 

10! X 11! 


N= P(0,10) x P(1,5) = 61 
(2) 男孩 组 成 格子 的 方法 数 是 10 个 元 素 的 环 排列 数 , 为 
16 .而 女孩 放 入 10 个 格子 的 方法 数 为 P(10,5), 由 乘法 法 则 
总 的 排列 数 


NN 二 


T1010 x P010,5) = 


10! x 91 

51 “ 
定义 7.3 ”从 有 元 集 5S 中 无 序 选取 的 > 个 元 素 叫做 S 的 一 个 
合 , 不 同 组 合 的 总 数 记 作 CCrzyr). 
定理 7. 3 对 一 切 正 整数 nn,r,n 之 ,有 
Pl,r) 

到 和 

证 ” 先 从 ?元 集中 无 序 选择 ~ 个 元 素 , 选 法 数 为 CCz,r), 然 后 
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Clnsr) 一 


方式 ,车 其 中 任何 两 个 事件 产生 的 方式 都 不 重 琶 , 则 事件 “A 或 4。 
或 … 或 4” 产生 的 方式 是 pi 十 pz 十 … 十 ps 种. 

乘法 法 则 设 事件 Al zz。 分 别 有 Pis Pz ,pa 种 产生 的 
方式 ,车 其 中 任何 两 个 事件 的 产生 都 是 相互 独立 的 , 则 事件 “4, 与 4， 
与 … 与 4.” 的 产生 方式 是 Pi1， p，，*…， ps 种 . 

使 用 加 法 法 则 和 乘法 法 则 可 以 解决 许多 组 合计 数 问 题 . 

〖 例 7.53〗 求 1400 的 不 同 的 正 因子 个 数 . 

解 将 1400 做 索 因 子 分 解 得 

1400 二 22XxX5:X7, 
1400 的 任何 正 因子 形式 是 2.517*, 其 中 i,j,&E N, 有 是 i 寺 3,7 二 2, 
之 1, 根据 乘法 法 则 ,1400 的 不 同 的 正 因子 数 
N= (3++1D):.(2+1):0+1)=4XxX3x2= 24. 

【 例 7.6] 已 知 从 1 到 n 的 十进制 正 整 数 的 总 数字 个 数 ( 不 包括 
无 效 0) 是 1890, 求 x. 

解 易 见 ”是 一 个 三 位 数 . 从 1 到 ”其 中 

一 位 数 9 个 ,数字 总 数 为 9 

二 位 数 90 个 ,数字 总 数 为 2 X 90 

三 位 数 设 为 zx 个 ,数字 总 数 为 3z 
由 加 法 法 则 得 

3z 十 2X90 十 9 一 1890， 

解 得 zx 二 567. 因 此 ”一 567 十 9 十 90 一 666， 


§7.2 ”排列 和 组 合 


先 看 下 面 的 例子 . 
【 例 7.7】〗 (1) 从 {1,2,…,9) 选取 数字 构成 四 位 数 , 如 果 要 求 
每 位 数字 都 不 相同 , 问 有 多少 种 选 法 ? 
(2) 从 {1,2，,…,9}) 中 选取 数字 构成 四 位 数 , 间 有 和 多少 种 选 法 ? 
我 们 的 做 法 是 先 选 千 位 的 数字 , 然后 依次 选择 百 位 .十 位 .个 位 
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取 自 同一 组 的 选 法 数 Ni = 2C (n,2)， 
取 自 不 同 组 的 选 法 数 N, = [CCn,1)] 一 于， 
由 加 法 法 则 ,所 求 的 选 法 数 是 2C (n,2) 十 到. 
【 例 7.133 证 明 个 连续 正 整数 的 生 积 可 以 被 上 4! 整 除 . 
证 ” 设 这 上 个 连续 正 整 数 为 nn 十 1,n 十 2,…,n 十 .从 mn 十 上 
个 不 同 的 球 中 选取 大 个 球 的 方法 数 是 CCn 十 &,), 即 
NN 二 信条 人 1 全 十 Dn 十 2).…(n 十 和) 


nik! k! 
显然 N 是 正 整 数 , 所 以 整除 Cn 十 1) (Cn 十 2)…(n 十 大) 用 
定义 ?7.4 从 多 重 集 5 = {ni" Aane * a2" TI ai) 中 有 序 选 
取 的 > 个 元 素 叫 敌 S 的 一 个 r- 排列 . 当 r = 二 = 二 十 nz 十 十 
时 也 叫做 5 的 一 个 全 排列 或 简称 为 S 的 排列 . 
例如 SS 一 (2.a,1.5,， 3.c), 则 aca5, abcc 是 S 的 4- 排 列 ,abccca 
是 S 的 排列 . 
定理 7.4 设 多 重 集 S = {co .aco。az co ay}, 则 5 的 
r- 排列 数 是 &". 
证 ”在 构造 S 的 一 个 r- 排 列 时 ,第 一 位 有 种 选 法 ,第 二 位 也 有 
k 种 选 法 ,… ,第 r 位 仍然 有 有 种 选 法 . 这 是 因为 S 中 的 每 种 元 素 都 可 
以 无 限 的 重复 ,排列 中 每 一 0 由 
乘法 法 则 ,不 同 的 排列 数 是 多. 
由 这 个 定理 的 证 明 立 即 可 以 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 。” 设 多 重 集 5 = {ny .aiyn cz yue 县 对 一 切 : 一 
2,-…; 庆 有 ni; 守 7; 则 S 的 >- 排列 数 为 妇 . 
定理 7.5 设 和 多重 集 S 一 (nzl alyns azar 。 axl;: 和 n= ni 
十 12 十 十; 则 5 的 排列 数 等 于 


nl! 
R11n2l***71 


我 们 把 它 简 记 为 


ny nz °° | 
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证 3 的 一 个 排列 就 是 它 的 二 个 元 素 的 一 个 全 排列 . 因为 S 中 
有 a 个 ai, 在 排列 中 要 占据 个 位 置 ,这 些 位 置 的 选 法 为 Cln,n) 
种 . 接 下 去 , 从 剩 下 的 一 ni 个 位 置 选 择 n; 个 位 置 放 as， 选 法 为 
CCa 一 rniny) 种 .通过 类 似 的 分 析 可 以 得 到 放 a 的 方法 数 为 Cln 一 
mi 一 R297s),* ， 放 a 的 方法 数 为 Cn 一 吝 一 zz 一 一 一 -1,94). 根 
据 乘 法 法 则 ,$ 的 排列 数 为 

N= Cnn) Cn 一 Mi》 
Ca 一 mi 一 ma 一 … 一 aly725) 


mtn nl Hi (一 Mt 一 22)1 
(1 一 1 一 1 一 一 -1)1! 
na! 0! 


nl! 
一 -一 一 一 一 一 一 | 


nlnal*e?! 

〖【 例 7. 14】 求 不 多 于 4 位 的 二 进 制 数 的 个 数 . 

解 。” 这 个 问题 相当 于 多 重 集 {co，0,co .1) 的 4- 排列 问题 . 由 
定理 7.4, 所 求 的 二 进 制 数 的 个 数 是 NN = 2* = 16. 

f 例 7.153 用 两 面 红 旗 .三 面 黄旗 一 面 接 一 面 悬 排 在 一 根 旗 杆 
上 , 问 可 以 组 成 多 少 种 不 同 的 标志 ? 

解 ”所 求 的 标志 数 是 多 重 集 {2 .红旗 ,3 . 黄旗} 的 排列 数 入 . 由 
定理 7.5 


9 
2!131 10. 


关于 多 重 集 的 排列 数 公 式 可 以 小 结 如 下 ， 

设 S= {narvnz eanronee oy 二 1 十 zy 十 一 十 rm: 则 
5 的 rr- 排列 数 w 满足 : 

(1) 车 r+r 放 nn; 则 NN 二 0; 

(2) 车 r= 二 nn; 则 N = 


nl 
3 
1 12l°**ne! 
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(3) 若 * 所 am, 且 对 一 切 2G 二 1,2,…,) 有 nn 之 7 , 则 N = &'; 

(4) 车 7 二 n, 且 存在 某 个 n; 二 7, 则 对 NN 没有 一 般 的 求解 公式 ， 
但 可 以 用 其 它 的 组 合计 数 方法 求解 . 具体 的 求解 方法 将 在 后 面 几 章 
讨论 . 

定义 7.5 设 5 是 多 重 集 ,5 的 含有 r 个 元 素 的 子 多 重 集 就 叫做 
S 的 r- 组 合 . 

例如 S 二 {2-a,l1*65,3*c},S 的 2- 组 合 有 5 个 ,它们 是 (a,a}， 
{asb}, {asc}, {bc}, {crc}. ss. 

不 难看 出 ,如 果 多 重 集 5S 有 + 个 元 素 ( 包 括 重复 的 元 素 ), 则 5 的 
nn- 组 合 只 有 一 个 ,就 是 S 本 身 . 如 果 S 有 上 种 不 同 的 元 素 , 则 $ 的 
1- 组 合 恰 有 名 个 . 

定理 7.6 设 多 重 集 S = {co .aco .aco vaj), 则 3 的 
r- 组 合 数 是 CC 十 7 一 1,7). 

证 5 的 任何 一 个 r- 组 合 都 具有 下 面 的 形式 

{Xi * drT2 * 42" ITh ar}, 
其 中 zyX2 9 区 4 是 非 负 整数 , 且 满 足 
2 十 Tar 十 … 十 Ah 一 六 

反之 ,对 于 每 一 组 满足 方程 十 zz 十 … 十 一 + 的 非 负 整 数 解 工 ,， 
Tor sTes {TL * G1 Ta 2225 rTh® az) 就 是 5S 的 一 个 +- 组 合 . 所 以 多 
重 集 5 的 -组合 数 就 等 于 方程 zz 十 zz 十 十: 一 r 的 非 负 整 数 
解 的 个 数 . 下 面 我 们 将 证 明 这 种 解 的 个 数 就 等 于 多 重 集 了 = 
{ 直 一 1)。0,r 1) 的 排列 数 . 

给 定 工 的 一 个 排列 ,在 这 个 排列 中 一 1 个 0 把 + 个 1 分 成 k 组 . 
从 左边 数 起 ,我 们 把 第 一 个 0 左边 的 1 的 个 数 记 作 zt, 第 一 个 0 与 第 
二 个 0 之 闻 的 1 的 个 数 记 作 x;,… ,最 后 一 个 0 右边 的 1 的 个 数 记 作 
Tx. 则 zi Tas Th 都 是 非 负 整数 , 且 它 们 的 和 是 7. 反之 ,给 定 方程 妆 
十 22 十 十 ZT 二 7 的 一 组 非 负 整数 解 TXT13 T2233" rT ,我 们 可 以 构造 
形 如 ; 
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Le 0 ll1 0 0 1***1 
' 和 
ee eg 0 
的 排列 . 它 就 是 多 重 集 {(& 一 1). 0, r。 1) 的 一 个 排列 . 这 就 证 明了 
多 重 集 了 的 排列 数 等 于 方程 x 十 zz 十 … 十 x4 一 7 的 非 负 整数 解 的 
个 数 , 根据 定理 7. 5,7 的 排列 数 


(一 1 二)! 
N= ee 一 CR 十 一 六). 有 


推论 1 设 多 重 集 5S 一 (ma aisns* 42 sn Qa:), 且 对 一 切 
i 二 1,2,-…* 有 zi 主 7; 则 SS 的 7- 组 合 数 为 CC 十 7 一 1, 让 ). 

推论 2 ” 设 多 重 集 S = {oo ,aiyco aco *ax} yr 之 &, 则 5S 
中 每 个 元 素 至 少 取 一 个 的 +- 组合 数 为 CCr 一 1,& 一). 

证 ” 任 取 一 个 所 求 的 rr- 组合, 从 中 拿 走 元 素 aiyas，… ,a4, 就 得 

一 个 5S 的 (7 一)- 组 合 ; 反之 , 对 于 S 的 一 个 (r 一 )- 组 合 ,加 入 
元 素 a1,4s，… ,as, 就 得 到 所 求 的 组 合 . 所 以 S 中 每 个 元 素 至 少 取 一 个 
的 r+- 组 合 数 就 是 5S 的 (r 一 8)- 组 合 数 ,由 定理 7.6 所 求 的 r- 组 合 数 
是 , 
N= CEC ko lr—£)=C(tr om lr — k) 
=— Clr— 1,k— 1). a 

【 例 7.16】 试 确定 多 重 集 S = {1 .ai co aco ai 的 
r- 组 合 数 . 

解 ” 把 5 的 + 组 合 分 成 两 类 . z - 

包含 a 的 +- 组 合 : 这 种 组 合 数 等 于 多 重 集 5S = {00 * a2s00 + a3 
co qi) 的 (r 一 1)- 组 合 数 , 即 

Ni 一 CC 一 1》 十 Cr 一 1) 一 1 一 1) 
一 C(E 十 一 3, 7 一 1). 

不 包 售 a1 的 r- 组 合 : 这 种 组 合 数 等 于 多 重 集 {oo "asyco "aa 

co .ak} 的 一 组 合 数 , 即 
;一 CC 人 一 1) 十 rr 一 1 rr) 一 人 C( 虹 十 一 2，7)， 
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由 加 法 法 则 ,所 求 的 x- 组 合 数 
和 N 一 Ni 十 Na 一 CR 二 rr 一 3r 一 1) 十 CR 十 一 2，r). 

关于 多 重 集 的 组 合 数 公式 可 以 小 结 如 下 . 

设 多 重 集 S = (al a gn ar} sn 一 十 nz 十 … 十 
na: 则 5S 的 x- 组合 数 N 满足 ; 

(1) 车 + 记 nn, 则 NN = 0; 

(2) 若 r = 二 7, 则 NN = 1， 

(3) 若 > 过 nn, 生 对 一 切 i(i = 二 1,2,…,k) 有 nn; 之 7+, 则 

N=CR+rolrnD; 

(4) 车 7 过 nn, 且 存在 某 个 nn; 过 r+, 则 对 NN 没有 一 般 的 求解 公式 ， 
但 可 以 用 其 它 的 组 合计 数 方 法 求解 ,具体 的 求解 方法 将 在 后 面 几 章 
讨论 . 
$7.3 二 项 式 定理 与 组 合 恒等式 


组 合 数 Cl,h) ,也 记 作 | “| ,叫做 二 项 式 系数 ,关于 | "| ,已 经 证 ， 
明了 下 面 的 结果 ， 
对 任意 的 xz 所 NN 有 


了 
中 -上 页 Rs 


k Bs Pe 
-| | nn 之 上 (7. 1) 
2 一天 
利用 这 些 结果 不 难得 到 下 面 的 等 式 : 
ni nn nO— 1 
("= a nkE€E ZL. (02 


nC—1 nO—1 
-| 8 +| 5 nk EZt. (7. 3) 
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等 式 7. 3 叫做 Pascal 公式 ,也 叫 杨 辉 三 角形 公式 ,利用 它 可 以 证 
明 二 项 式 定 理 . 
定理 7.7 (二 项 式 定理 ) 设 是 正 整数 ,对 一 切 T 和 > 有 


(zr 二 yy)” ->[ Ee 。 
证 ”及 数 学 归纳 法 . 
当 n 二 1 时 
左边 二 (zx 十 3) = 二 ZT 十 y， 
1 1 
直立 (so 是-y+= 
命题 为 真 . 假设 等 式 对 任意 的 正 整数 都 成 立 , 则 
(xz 十 "+ 一 (十 DG 十 了 ) 


- 居 ( 人 = 二 袜 国 关 一 


-et B+ 


-tt Be tl 


a 十 1 古村 十 1 一 是 
< Ee , 
由 归纳 法 可 知 定理 对 一 切 正 整 数 都 成 立 . a 
推论 1， 设 = 是 正 整数 ,对 一 切 工 有 


{1 二 x)” 一 >|. 


证 ”在 二 项 式 定 理 中 令 y 二 1 即 可 . a 
推论 2 ”对 任何 正 整数 有 
的 了 a (7. 4) 
证 “在 二 项 式 定理 中 令 z 一 ?一 1 即 可 ， | 
推论 3 ”对 任何 正 整 数 x 有 
[* = Es =0. (7.5) 
~ \0 1 2 
证 “在 二 项 式 定 理 中 令 上 一 一 1,7 一 1 即 可 . @ 


在 二 项 式 定 理 的 展开 式 中 每 一 项 的 系数 都 是 组 合 数 . 推论 2 和 
推论 3 是 关于 二 项 式 系数 的 等 式 , 实 际 上 也 是 关于 组 合 数 的 等 式 . 可 
以 从 组 合 分 析 的 角度 来 解释 和 证 明 这 两 个 推论 . 


对 任何 正 整数 ， 和 自然 数 上 ，| "| 表示 # 元 集 的 子 集 个 数 .7.4 


式 左边 计数 了 n 元 集 的 所 有 子 集 数 . 从 另 一 方面 考虑 这 个 计数 问题 . 
在 构成 n 元 集 的 子 集 时 ,= 元 集 的 每 个 元 素 都 可 以 有 两 种 选择 ,属于 
这 个 子 集 或 不 属于 这 个 子 集 . 根据 乘法 法 则 不 同 的 子 集 有 2 个 

将 等 式 7. 5 中 带 负 号 的 项 移 到 右边 就 得 到 

n 好 n 了 2 

EE (7.5) 
这 说 明 元 集 (n € 2Z+) 的 侦 子 和 集 个 数 与 奇 子 集 个 数 相等 . 任 取 元 
集 5 中 的 一 个 元 素 z, 对 于 5S 的 任何 偶 子 集 4 导 5, 若 x E€ 及 , 则 令 B 
一 A {ZY}; 若 工 多 甩 , 则 令 B =4U {Zz}.B 显然 是 S 的 奇 子 集 , 不 
难 证 明 这 是 所 有 的 侦 子 集 与 所 有 的 奇 子 集 之 间 的 一 一 对 应 , 所 以 5S 
的 偶 子 集 数 与 奇 子 集 数 相等 . 

等 式 7.1 到 7. 5 都 叫做 组 合 恒等式 . 下 面 再 给 出 一 些 常见 的 组 
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十 


合 恒等式 . 


Dl = 2 n 所 2Z+. (7.6) 
k=l 大 
Dl" 二 n(n 十 1)2"?， 天 和 2QG 7.7) 
是 一 1 
i 
rl RAR Ar 一 天 | 
nsrskE Zt,r2 上 上. (7.8) 
7 | 3 nn m+n 
人 
mn EN,r min(m,n}. (7.9) 
mT Im n m7 
= 9 N. 。 
SI | mn (7. 10) 
om 姑 十 1 工 
， REN. 7.1 
| 二 1 A Se 
上 《 kk 十 1 
oe 上 nk EN. (7.12) 
{=0 
我 们 选 证 其 中 的 一 部 分 . 
证 等 式 7. 6. 
对 天 一 1,2,…，2 ,有 
a a 
天 kR\ik— 1 到 一 工 


然后 代入 等 式 7.6 的 左边 得 _ 
到 人 中 =- 惧 人 一 下 -站 人 让 -一 


三 到 1 1 i=0 


证 等 式 7.7. 
由 二 项 式 定 理 有 
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G 十 z)" 一 工 十 [jz. 
对 上 式 两 边 微 商 得 
nm(1 十 zz)"-! 一 2 (jer 
两 边 同 习 = 得 
nz(l 十 z)"-! 一 > [®)a. 
然后 两 边 再 次 微 商 得 
ml x) 十 mz(na (xz) [je 
在 上 式 中 令 z = 1, 然 后 化 简 得 
n(n 十 1)2"? 一 > (je. 


证 等 式 7. 9. 
由 二 项 式 定 理 得 


(1 十 z)” 一 p> (1 十 z)" 一 Zl?)z, 
因此 有 
ato"= [Zs)z | [Bla]. 
比较 两 边 z 的 系数 ,左边 是 | ” ”| ,右边 是 立 % 
证 等 式 7. 11. 和 


nn 
rr 一 点 


使 用 组 合 分 析 的 方法 . 令 S = {a1,az,… arti}， 要 从 5 中 选取 
& 十 1 元 子 集 ,我 们 把 这 些 子 集 分 类 . 


含 a 的 于 集 是 | "| 个; 
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不 合 a 而 会 xs 的 子 集 是 | ” 


个 ; 
不 会 Ul 和 Az 但 含 3 的 子 集 是 


| 


不 含 av…ver 而 含 w+i 的 子 集 是 | "个 . 
由 加 法 法 则 ,等 式 7. 11 成 立 . 
以 上 证 明 组 合 恒 等 式 的 主要 方法 可 以 归纳 如 下 : 
代数 方法 . 通过 代入 组 合 数 的 值 或 已 知 的 组 合 恒等式 后 进行 计 
算 或 化 简 ,使 得 等 式 两 边 相 等 . 
使 用 二 项 式 定理 比较 展开 式 中 x 的 系数 ,或 令 工 和 ?> 为 某 个 特 
定 的 值 . 
利用 震级 数 的 微 商 或 积分 等 . 
数学 归纳 法 . 
使 用 组 合 分 析 方 法 ,说 明 等 式 两 边 都 是 对 同一 组 合 问 题 的 计数 . 
下 边 考 虑 一 个 和 组 合 恒 等 式 密切 相关 的 组 合计 数 问题 一 一 非 
降 路 径 问 题 . 
如 图 7.1, 从 (0,0) 点 开始 ,水 > (me) 
平 向 右 走 一 步 为 zx, 垂直 向 上 走 一 
步 为 y, 则 走 到 m,n) 点 水 平 向 右 
要 走 m 步 ,垂直 向 上 变 走 n 步 .每 
一 条 从 (0,0) 点 到 (m,n) 的 非 降 路 
径 就 是 关 个 工 和 ?个 > 的 一 个 排 人 ES 
列 , 有 反之 ,给 了 mr 个 z+ 和 wx 个 y 的 一 图 7.1 
个 排列 就 唯一 地 确定 了 一 条 从 
(0,0) 点 到 (m,n) 点 的 非 降 路 径 . 于 是 从 (0,0) 点 到 Cm,n) 点 的 非 降 


路 径 数 等 于 mm 个 zn 个 y 的 排列 数 , 即 | ” “| 


21] 


一 般 地 ,由 (a,6) 点 到 (m,n) 点 的 非 降 路 径 数 等 于 从 (0,0) 点 到 
tm 一 en 一 捐 点 的 非 降 路 径 数 , 即 [” ”外 .而 从 Ca,6) 


点 经 过 (c,d) 点 而 到 达 《m,n) 点 的 非 降 路 径 数 根据 乘法 法 则 应 该 等 
于 从 (ta,8) 点 到 (cvd) 点 的 非 降 路 径 数 乘 以 从 (Cc,d) 点 到 (m,n) 点 的 


非 降 路 径 数 , 即 ee 


如 果 对 非 降 路 径 附 加 其 它 的 限制 条 件 , 可 以 采用 反射 的 原则 来 
处 理 . 例如 , 求 从 (0,0) 点 到 (n,n) 点 的 除 端 点 外 不 接触 直线 y 一 >z 的 
非 降 路 径 数 . 先 考虑 直线 y = z 下 面 的 路 径 , 这 种 路 径 都 是 从 (0,0) 
点 出 发 ,经 (1 ,0) 点 及 (n,n 一 1) 点 而 到 达 (x2,n) 点 的 .可 以 把 它们 看 
作 是 从 (1;,0) 点 出 发 到 达 (n,n 一 1) 点 不 接触 y 二 x 直线 的 路 径 . 

从 (1,0) 点 到 (n,n 一 1) 
点 的 所 有 非 降 路 径 数 是 
2 .对 其 中 任意 一 条 
nO—1 


接触 直线 y 一 工 的 路 径 , 可 以 


把 它 从 最 后 离开 这 条 直线 的 

点 (图 7.2 中 的 4 点 ) 到 (1,0) 《0,1 

点 之 间 的 部 分 关于 y = z 直 “so 

线 作 一 个 反射 (图 7. 2 中 的 虚 图 7.2 


线 部 分 ) ,就 得 到 一 条 从 (0,1) 点 出 发 经 过 4 点 到 达 (x,n 一 1) 点 的 
非 降 路 径 . 反之 ,任何 一 条 从 (0,1) 出 发 , 穿 过 对 角 线 y 二 xz 而 到 达 
(n,n 一 1) 点 的 非 降 路 径 ,也 可 以 通过 这 样 的 反射 对 应 到 一 条 从 
(1,0) 点 出 发 接触 到 对 角 线 y 二 xz 而 到 达 (x,n 一 1) 点 的 非 降 路 径 . 


从 (0,1) 点 到 达 (avn 一 1) 点 的 非 降 路 径 数 是 | 2” ?] ,从 而 在 直线 
y ~ zx 下方 的 非 降 路 径 数 是 | ”| 一 | 2 一 引 . 由 对 称 性 可 知 ， 
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所 求 的 非 降 路 径 数 是 
2m 一 2 2 一 211 2 2 一 2 1 27? 
2| (“下 nn -2(* =). 
利用 非 降 路 径 的 计数 可 以 证 明 组 合 恒 等 式 . 
〖 例 7.173 用 非 降 路 径 的 计数 证 明 公式 7. 4. 


证 ”如 图 7.3， [计数 了 从 多 人 


C0,0) 点 到 (CR,za 一 上 ) 点 的 非 降 路 径 ， 
其 中 站 一 0,1， 所 以 公式 左边 是 (有 
从 (0,0) 出 发 到 达 直 线 y 一 一 + 十 
的 所 有 非 降 路 径 数 . 另 一 方面 , 从 
《0,0) 到 直线 > 一 一 了 十 半 的 非 降 路 00,0) (mn,0) 工 
径 都 是 =” 步 长 ,每 一 步 或 是 二 或 是 y， 7.3 
有 两 种 选择 . 由 弱 法 法 则 ,n 步 长 的 
不 同 选 择 方法 的 总 数 为 2", 这 也 是 从 (0,0) 到 直线 y= 二 一 z+ 十 的 非 
降 路 径 的 总 数 ， 
〖 例 7. 18〗 求 集合 {1,2,…,n} 上 的 单调 递增 函数 的 个 数 ， 
解 任 给 集合 1(1,2,…， 


字 
n) 上 的 一 个 单调 递增 函数 ， nt 1,n) 
我 们 可 以 作 一 条 对 应 的 折线 
(参看 图 7. 4). 以 横 坐 标 代 表 Cn, fm)) 


zy 纵 坐 标 代表 f(x), 在 图 中 (1, 灰 17) 

可 以 得 到 zz 个 点 : (1,f(1))， 

C2,f02) 5 (asf00)). 从 外 ~ = 
《1,1) 点 出 发 ,向 上 做 连 线 到 7.4 

(1,f(1)) 点 . 如果 f(2) 一 

f(0)， 则 继续 向 右 连 线 到 C2,f(2)) 点 ; 如 果 f(2) > f(1), 则 由 
(1,f0)) 点 再 向 右 经 过 (2,f(1)) 点 ,再 向 上 连 线 到 (2,f(2)) 点 . 按 
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照 这 种 方法 一 直 将 折线 连 到 (az ,Fn)) 点 . 若 f(xn) = ,就 将 折线 向 
右 连 到 (n 十 1,n) 点 ;车 f(n) 过 nn, 则 向 右 经 bn 十 1,f(n)) 点 再 向 上 
连 线 到 (x 十 1,7) 点 .这 样 就 得 到 一 条 从 (1,1) 点 到 (十 1,n) 点 的 非 
降 路 径 . 不 难看 出 ,所 求 的 单调 递增 函数 与 这 种 非 降 路 径 之 间 存 在 着 


一 一 对 应 ,因此 集合 {1 9 93° ?也 } 上 的 单调 函数 有 | 


8$87.4 多 项 式 定理 


多 项 式 定 理 是 二 项 式 定 理 的 推广 . 
定理 7. 8 (多 项 式 定理 ) 
设 nn 是 正 整数 , 则 对 一 切实 数 1 人 297 9 有 


nn 


《Tl 十 十 十 工 )" 一 | 


RL 2 np 
jz 十? Xs» 
ni Ra *** 7 


其 中 求 和 是 对 满足 方程 十 ;十 … 十 二 的 一 切 非 负 整 数 负 n,， 
mu 来 隶 ， 

证 〈z 十 … 十 2 大 是 关 个 因 式 (mm 十 … 十 过) 相 屁 . 每 个 因 式 
相 乘 时 可 以 分 别 贡 献 六 或 zx;,…, 或 +,, 有 :种 选择 . 所 以 乘积 展开 式 
中 共有 六 个 项 (包括 同类 项 ), 且 每 一 项 都 是 zx%…z* 的 形式 ,其 中 


mmay mu 为 非 负 整数 并 且 满足 Dn 一. 我 们 在 * 个 因 式 (zi 十 … 


十 zi) 中 选取 za 个 贡献 = ,在 剩 下 的 = 一 zi 个 因 式 (zl 十 … 十,) 中 
选取 ns 个 贡献 z+,…, 在 Gn 一 2 一 … 一 m1) 个 因 式 (zi 十 … 十 工 ) 
中 选取 = 个 贡献 zx. 于 是 项 zz2 zz 出 现 的 次 数 为 


[| nA Rn 

711 ny ne 

nl! ; (2 — 71)!1 2 Wi | 
niltn— An)! nln 一 如一 了) Nl OA CO! 
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推论 1 (zi 十 … 十 z 六 的 展开 式 在 合并 同类 项 以 后 不 同 的 项 
数 是 |” 十 上 一 


ni 
证 (zi 十 … 十 zx)" 的 展开 式 中 任何 一 项 都 是 xz?xz…zr' 的 形 
式 , 共 中 因 十 十 … 十 nn 二 nn. 每 一 项 对 应 于 方程 zn 十 7 十 -… 十 
nm 一 7 的 一 组 非 负 整数 解 ,所 以 合并 同类 项 后 不 同 的 项 数 等 于 这 个 


方程 的 非 负 整数 解 的 个 数 | ” 下 
推论 2 | 二 ,| 一 ,其 中 求 和 是 对 方程 a 
+ nm 二 的 一 切 非 负 整数 解 来 求 和 |. 
证 ”在 多 项 式 定 理 中 令 z 一 Xx; 二-… 二 x 一 1 即 可 . 四 
多 项 式 定理 是 二 项 式 定理 的 推广 ,在 多 项 式 定理 中 令 : 二 2 就 得 
到 了 二 项 式 定理 . 多 项 式 定理 中 的 系数 | ， ”， | 叫做 多 项 式 系 
1 2 了 


数 . 下 面 我 们 进一步 分 析 它 的 组 合意 义 . 


we 

多 重 集 S = (ma 。airi ar 4) 的 全 排列 数 (定理 7.5). 

把 z* 个 有 区 别 的 球 放 到 上 个 有 区 别 的 盒子 里 ,并 且 要 求 第 一 个 盒 
子 含有 :个 球 ,第 二 个 盒子 含有 ns 个 球 ,…, 第 :个 盒子 含有 个 球 
的 放 球 方案 数 . 

把 x 元 集 划 分 成 :个 有 序 子 集 (允许 空子 和 集 ) 并 月 要 求 第 一 个 子 
集 含 个 元 素 , 第 二 个 子 集 含 n, 个 元 素 ,… ,第 i 个 子 集合 x 个 元 素 
的 划分 方案 数 . 

关于 放 球 问题 及 有 序 子 集 划 分 问题 的 证 明 留 给 该 者 ， 
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【 例 7.19】 求 (2zi 一 3xs 十 5zs)5 中 zazsz3s 项 的 系数 . 

6 1。s 1 a 
解 (ss (一 3) 。5 ge (一 3)。25 一 一 36000. 
【 例 7. 20〗 证 明 


nO—1l1 
十 | 十 人 
721 


nz 一 1 2 


证 ”等 式 左边 计数 了 =* 个 不 同 的 球 放 到 * 个 不 同 的 盒子 里 并 且 
要 求 第 一 个 合子 里 含有 za 个 球 , 第 二 个 盒子 里 含有 ns 个 球 ,… ,第 + 
个 盒子 里 含有 z 个 球 的 方案 数 . 将 所 有 的 放 球 方案 作 下 面 的 分 类 ， 
任 取 一 个 球 ,比如 说 ci. 


aa 放 到 第 一 个 盒子 里 方案 数 为 


1 一 1 Tt2 "="" Fp 


11 ?iz 一 一 i a 


a1 放 到 第 二 个 盒子 里 方案 数 为 | 4 


< 放 到 第 : 个 盒子 里 方案 数 为 | ， ”| 
由 加 法 法 则 总 方案 数 为 


开 一 工 


于 一 】 
十 … 十 


| 
nl NH2 ~ 1] «ee nr nH1 M2 Fs 一 1 


。 (1)1 
【 例 7.213 设 为 正 整 数 ,证 明 Te et 是 理 数 


nl -一 1 ?12 DE 7 


是 


证 令 科 一 严 一 入 二 天 一 人 一 1)1 则 之 一 和 一 1)1 一 
k1. 考虑 多 项 式 系数 
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Dr 三 | 天 1 


(天 一 1)1 (有 一 1)1… (下 一 171 


《 开 !)1 
[一 1 
由 于 多 项 式 系数 是 组 合计 数 问题 的 计数 结果 , 必 为 整数 . 


习 题 七 


1. 某 产品 的 加 工 需要 5 道 工序 , 间 

(1》 加 工 工序 共有 多 少 种 排 法 ? 

(2) 其 中 某 工序 必须 先 加 工 , 有 和 多少 种 排 法 ? 

C3) 其 中 某 工序 不 能 放 在 最 后 加 工 , 又 有 多 少 种 排 法 ? 

2， 现 有 100 件 产品 ,从 其 中 任意 抽出 3 件 ， 

(1) 共有 多 少 种 不 同 的 抽 法 ? 

(2) 如 果 100 件 产品 中 有 2 件 次 品 ,抽出 的 产品 中 恰好 有 1 件 次 品 的 抽 法 有 
多 少 种 ? 

(3) 如 果 100 件 产品 中 有 2 件 次 品 , 抽 出 的 产品 中 至 少 有 1 件 次 品 的 抽 法 有 
多 少 种 ? 

3、 有 纪念 章 4 枚 ,纪念 册 6 本 , 赠 给 10 位 同学 ,每 人 得 一 件 , 共 有 多 少 种 不 
同 的 送 法 ? 

C1) 如 果 纪 念 章 是 彼此 不 同 的 ,纪念 册 也 是 彼此 不 同 的 ; 

(2) 如 果 纪 念 章 是 相同 的 ,纪念 册 也 是 相同 的 . 

4. 《1) 从 整数 1,2,… ,100 中 选 出 两 个 数 ,使 得 它们 的 差 正好 是 7, 有 多 少 
种 不 同 的 选 法 ? 

(2) 如果 选 出 的 两 个 数 之 差 小 于 等 于 7, 又 有 多 少 种 不 同 的 选 法 ? 

5. 从 一 个 8X8 的 棋盘 中 选 出 两 个 相 邻 的 方 格 , 问 有 多 少 种 选 法 ?在 这 里 
规定 两 个 方 格 在 同一 行 或 同一 列 上 相 邻 才 是 相 邻 的 方 格 . 

6.(1) 把 字母 caycvde' 进行 排列 ,使 得 字母 6 总 是 紧 跟 在 字母 = 的 左 
边 , 癌 有 和 多少 种 排 法 ? 
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(2) 若 在 排列 中 使 得 字母 5 总 在 字母 ¢ 的 左边 ,又 有 多 少 种 排 法 ? 

7. 一 个 教室 有 两 排 座位 ,每 摸 8 个 ,有 14 个 学 生 , 其 中 的 5 个 人 总 坐 在 前 一 
排 , 男 外 有 4 个 人 总 坐 在 后 一 排 , 间 有 多 少 种 排 法 ? 

8. 书架 上 有 9 本 不 同 的 书 ,其 中 4 本 是 红 皮 的 ,5 本 是 黑 皮 的 . 

(1) 9 本 书 的 排列 有 多 少 种 ? 

(2) 若 黑 皮 的 书 都 排 在 一 起 ,这 样 的 排列 有 多 少 种 ? 

(3) 车 黑 皮 的 书 排 在 一 起 , 红 皮 的 书 也 排 在 一 起 ,这 样 的 排列 有 和 多少 种 ? 

(4) 若 黑 皮 的 书 与 红 皮 的 书 必 须 相间 ,这样 的 排列 又 有 多 少 种 ? 

9 书架 上 有 24 卷 百科 全 书 , 从 其 中 选 5 卷 使 得 任何 2 卷 都 不 相继 ,这 样 的 
选 法 有 多 少 种 ? 

10. 证 明 从 {1,2,…,n} 中 任 选 m 个 数 排 成 一 个 贺 间 的 方法 数 是 


nl 
mn oo—m)! 


11. 考虑 集合 (1,2,…,n 十 1) 的 非 空子 集 . 
(1) 证 明 最 大 元 素 恰 好 是 j 的 子 集 数 是 27!， 
(2) 利用 (1) 的 结论 证 明 
1 十 2 十 2 十 中 十 2" 二 2*t1 一 ]. 
11. (1) 从 200 辆 汽车 中 选取 30 辆 作 安 全 试验 ,同时 选取 30 辆 作 防 污染 的 
试验 , 问 有 和 多少 种 选 法 ? 
(2) 有 多 少 种 选 法 使 得 正好 5 辆 汽车 同时 经 受 两 种 试验 ? 
12. (1) 15 名 篮球 运动 员 被 分 配 到 4,B,C 三 个 组 ,使 得 每 组 有 5 名 运动 
员 , 那 么 有 多 少 种 分 法 ? 
(2) 15 名 篮球 运动 员 被 分 成 三 个 组 使 得 每 组 有 5 名 运动 员 , 那 么 有 多 少 种 
分 法 ? 
13. 在 三 年 级 和 四 年 级 各 有 50 名 学 生 , 其 中 有 25 名 男生 和 25 名 女生 ,要 选 
出 8 名 代表 使 得 其 中 有 4 名 女生 和 3 名 低 年 级 学 生 ,这 样 的 选 法 有 多 少 种 ? 
14. 从 整数 1,2,…,1000 中 选取 三 个 数 使 得 它们 的 和 正好 被 4 整除 , 癌 有 
名 少 种 选 法 ? 
15、 从 去 掉 大 小 王 的 52 张 扑克 牌 中 选 5 张 御 , 求 
(1) 使 得 没有 4 但 有 2 张大 的 方法 数 ; 
(2) 使 得 其 中 有 红 桃 4, 其 它 4 张 牌 是 顺 子 的 方法 数 . 
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16. 设 S = {1,2,… yn 十 1), 从 S 中 选择 3 个 数 构成 有 序 三 元 组 Air,y,*) 使 
得 z 守 x 上 zy. 

(1) 证 明 ; 车 z= 二 十 1, 则 这 样 的 有 序 三 元 组 恰 为 在 个 ， 

(2) 将 所 有 有 序 三 元 组 按 工 二 yy; 工 三 y, 工 之 y 分 成 及 ,8,C 三 组 . 证 明 

MI 人 ,Isl c= hs 
(3) 由 (1) 和 (2) 证 明 恒 等 式 
Ettatetee "+" 
2 3 | 

17. 3 二 {00 - aco as,00。q4), 求 5S 的 各 种 大 小 的 子 集 总 数 . 

18, S$S = {1 eo asl -ao 1 ?diroo * ArtlsoP ”QH CO axa), 求 $ 的 
r- 组 合 数 . 

19. 有 红 球 4 个 , 黄 球 3 个 , 莫 球 3 个 ,把 它们 排 成 一 条 直线 , 间 有 多少 种 排 
法 ? 

20. 有 从 {ee :0,c5，1,00 - 2) 中 取 = 个 数 作 排列 , 若 不 允许 相 邻 位 置 的 数 相 
同 , 问 有 多 少 种 排 法 ? 

21， 小 于 10" 且 各 位 数字 从 左 到 右 具 有 非 降 顺 译 的 正 整 数 有 多 少 个 ? 

22. 把 22 本 不 同 的 书 分 给 5 个 学 生 使 得 其 中 的 2 名 学 生 各 得 5 本 ,而 另外 
的 3 名 学 生 各 得 4 本 ,这 样 的 分 法 有 多 少 种 ? 

23. (1) 把 r 只 相同 的 球 放 到 个 不 同 的 盒子 里 (n 志 门 ,没有 空 僵 , 证 明 放 
球 的 方法 数 是 Cr 一 la 一 1). 

(2) 把 + 只 相同 的 球 放 到 * 个 不 间 的 盒子 里 ,每 个 盒子 至 少 包含 9 个 球 , 问 
有 多 少 种 方法 ? | . 

24， 给 出 多 重 集 {2 - a, 1 .5, 3。c} 所 有 的 3- 排列 和 3- 组合. 

25. 证 明 由 数字 1,1,2,3,3,4 所 组 成 的 4 位 数 的 个 数 是 102. 

26. 用 二 项 式 定理 展开 (2z 一 y)'. 

27. (3z 一 2y)* 的 展开 式 中 zx’y" 的 系数 是 什么 ?zy 的 系数 是 什么 ? 

28. 证 明 > 2 9. 


29. 证 明 之 (一 的 和 
#=0 天 
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30. 证 明 以 下 组 合 恒等式 : 


nm 十 上 
1 n 2r+1 一 1 
和 2 | nn 十 1 


(2) 》 (十 | = 2"-1(n + 2); 
R=0 


Ly 太 十 二 加 并 十 ] 
(3) 袜 2 人 =- 守 , 


ne hy ed EU | 
(09) ol 1) ("1+i+ 9 


31. 求 和 ，; 
本 [3 
上 总 和 j， 为 实数 ,n 为 正 整数 ， 
此 拉 
(2) 人 1) 雪人 
"fn 一 点 
3 
© | 
【一 1)* (~ nim! 
32. 证 明志 生 二 tm +t 1 
时 一 下 
a 《 287 1】 
3 证 明之 相 =- Gr Oo 1Gn + 71° 
《一 1) 1 nn 
34. 证 明 2 k+l S|(")- 
n—1 
35. 证 明 0 一 局 :| ” 中 = nn De 0 1. 
Ek 
36. 求 和 ， 
只 | 
《1》 > 和 


wl (sl 


37. 用 多 项 式 定理 展开 (x 十 zz 十 zs)4 
38， 确 定 在 《xi 一 xz 十 2zs 一 2z4)3 的 展开 式 中 Xiz2zxaz? 项 的 系数 ， 
39. (1) 给 定 正 整数 ,证 明 
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> a | 二 
其 中 求 和 是 对 方程 4 十 b+c+i+ad=n 的 一 切 非 负 刺 数 解 来 求 和 ， 
C2) 如 何 将 以 上 命题 一 般 化 ? 


40、 设 户 是 一 个 素数 , 思 关 2. 则 当 [ | 法 ”整除 时 余数 是 2， 


41. 证 明 把 = 个 有 区 别 的 球 放 到 t 个 有 区 别 的 盒子 里 ,并 且 要 求 第 一 个 盒 于 
里 售 六 个 球 ,第 二 个 合子 里 含 m 个 球 ,… ,第 上 个 盒子 里 合 六 个 球 的 放 球 方法 数 


名 
a 
nH ns *"* ne 


42. 证 明 把 4 元 集 划 分 成 : 个 有 序 子 集 (允许 空子 集 ) 并 且 要 求 第 一 个 子 集 


含 间 个 元 素 ,第 二 个 子 梨 含 mm 个 元 素 ，… ,第 上 个 子 集 含 刀 个 元 察 的 划分 方案 数 


a 


,CD 设 是 素数 , 且 \ | 网 ? 可 除 | 。 Re 
(2) (Fermat 小 定理 通过 把 *r 写成 以 十 1 十 十 1 的 形式 ,证 明 户 整 


除 丸 一半 
44。 用 非 降 路 径 的 方法 证 明 组 合 剧 等 式 7.9,7,.11 和 7.12- 
45. 用 非 降 路 径 的 方法 证 明 
"| 一 号 rr 十 大 nn 十 r 十 1 
ome 天 站 | m | 


46。 计数 从 C0.0) 点 到 (nm) 点 的 不 穿 过 直线 > 一 z 的 非 降 路 径 数 . 


7t1 nz ea Pr 


第 八 章 ”组 合计 数 方法 


本 章 主要 讨论 递 推 方程 和 生成 函数 在 组 合计 数 中 的 应 用 . 
§8.1 递 推 方程 的 公式 解法 


定义 8.1 给 定 一 个 数 的 序列 已 (0) ,本 (1) ,五 (0 用 等 
号 把 互 (n) 和 某 些 个 五 (站 ,0 委 二 ,联系 起 来 的 等 式 册 做 递 推 方 
程 . 

利用 递 推 方程 和 初 值 在 某 些 情况 下 可 以 求 出 序列 的 通 项 表达 式 
再 (n). 通常 态 (n) 总 是 代表 了 某 个 组 合计 数 问题 的 解 ,从 而 可 以 利 
用 递 推 方程 来 解决 组 合计 数 问题 . 

最 简单 的 一 类 递 推 方程 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 方程 . 

定义 8.2 下 面 的 等 式 


Ha) 一 Ga 有 (一 1) 一 ai 一 2) 一 光一 (人 一 天 一 0， 
nn 写 上 ,a19429 呈 oa4 是 常数 ,at 天 0 (8. 1) 
称 作 大 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 方程 . 
定义 8.3 方程 
Xi 一 Qtrl 一 az 一 一 收 一 0 (8. 2) 


称 为 递 推 方程 8. 1 的 特征 方程 . 它 的 个 根 gq1,q;，… ,qs 称 为 递 推 方 
程 的 特征 根 ,其 中 gC = 1,2,… ,kx) 是 复数 . 
不 难看 出 ,因为 as 天 0, 所 以 0 不 是 递 推 方程 8. 1 的 特征 根 . 
定理 8.1 设 g 是 一 个 非 零 复数 , 则 五 人 *) = "是 递 推 方程 8. 1 
的 一 个 解 当 且 仅 当 g 是 它 的 一 个 特征 根 . 
证 互 (a) = q" 是 递 推 方程 程 8. 1 的 解 
SPT-ag a — ag =0 
全 CC CHG51 Cag4k 一 2 一 一 ay 一 0 
Fa a a)=0 (天 0) 
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傅 d 是 递 推 方程 8. 1 的 特征 根 . a 
定理 8.2 设 h(n) 和 h(n) 是 递 推 方 程 8.1 的 两 个 解 ,c) 和 cs 
是 任意 常数 , 则 cihi(n) 十 czhzln) 也 是 递 推 方程 8. 1 的 解 . 
证 ”把 chln) 十 czhzln) 代入 8.1 式 的 左边 得 
[ch ln) 十 cohzln)] 一 aiLehiln 一 1) + cehzln — 1)] 
— 0 atchiln 一 天 ) 十 cs 一 天) 
=[chn) — achitn 一 1) 一 … 一 Gacipa(za 一 天) 
十 [ezh2sCn) 一 aic 和 (na 一 1) 一 … ~— axcoheln — k)]J 
一 Ci[P(z) 一 CI — 1) Oo arhiln — kk)] 
十 esfhz ln) — qholn — 1) ~— ** — axholn — &)] 
一 0， 
所 以 chikrz) 十 cshzln) 是 递 推 方程 8. 1 的 解 . 四 
由 定理 8.1 和 8. 2 可 以 知道 ,如 果 g1,9:，,… ,qi 是 递 推 方 程 8.1 的 
特征 根 , 且 ci,cz，*… ,cx 是 任意 常数 ,那么 
H(ln) 一 ci 的 十 cid 十 … 十 cd 
是 递 推 方程 8. 1 的 解 . 
定义 8.4 ”如果 对 于 递 推 方程 8. 1 的 每 个 解 A(n) 都 可 以 选择 一 
组 常数 cvcz，… ;C+ 使 得 
hn) = 一 caot 十 cg2 十 … 十 cig? 
成 立 , 则 称 cq? 十 co 十 … 十 cq 是 递 推 方程 8. 1 的 通 解 , 其 中 c， 
coroct 是 任意 常数 . 
定理 8.3 设 gy,9:，,*… ,qs 是 递 推 方程 8.1 的 不 相等 的 特征 根 ， 
则 
Hn) 一 cigi t+cg 二 十 cg 
是 递 推 方程 8. 1 的 通 解 . 
证 ”下 前 边 的 分 析 可 知 互 (=) 是 递 推 方程 8. 1 的 解 . 设 h(x) 是 
该 递 推 方程 的 任意 一 个 解 , 则 &(n) 由 个 初 值 4(0) 一 名 ,CT) 一 总 ， 
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人 人 一 1) 一 ai 了 崔 一 地 确定 ,考虑 下 面 的 方程 组 
cl 十 cz 十 … 十 cx 一 6， 
cl91 十 czq2 十 … 十 ciQ4 一 与 ， 
ee (8. 3) 
C91 1 十 cg 和 1 十 … 十 cxqh! 二 bb. 
如 果 方 程 组 8. 3 有 唯一 解 c' ,cz ,… ,cx, 这 说 明 可 以 找到 下 个 常数 避 ， 
cr，… ,ch 使 得 
h(n) = og? cgi 十 … 十 cd 
成 立 , 从 而 证 明了 cq? 十 cz? 十 … 十 cx 好 是 该 递 推 方程 的 通 解 . 
考察 方程 组 8. 3, 它 的 系数 行列 式 是 
1 J Se 1 
91 92 ”gs 
HH 有 |， 


4 
这 是 著名 的 Vandermonde 行列 式 , 其 值 为 
1 (g; 一 gi). 
1<1< jj 
因为 当 i 关 j 时 gq: 关 gj, 所 以 行列 式 的 值 不 等 于 0, 这 也 就 是 说 方程 组 
8. 3 有 唯一 解 . a 


【 例 8.1】 关于 Fibonacci 数列 的 问题 是 一 个 古老 的 问题 ,是 在 
1202 年 提出 来 的 . 这 个 辣 题 是 :把 一 对 兔子 ( 肉 、 雄 各 一 只 ) 在 某 年 的 
开始 放 到 围栏 中 ,每 个 月 这 对 兔子 都 生出 一 对 新 兔 ,其 中 肉 、 梭 各 一 
只 .由 第 二 个 月 开始 ,每 对 新 免 每 个 月 也 生出 一 对 新 和 龟 ,也 是 肉 、 雄 各 
一 只 , 问 一 年 后 围栏 中 有 和 多少 对 兔子 ? 

解 ” 对 于 n= 1,2,…, 令 了 (n) 表 示 第 nn 个 月 开始 时 围栏 中 的 免 
子 对 数 . 显然 有 f(1) = 1, f(2) = 2. 在 第 = 个 月 的 开始 ,那些 第 
n 一 1 个 月 初 已 经 在 围栏 中 的 兔子 仍然 存在 ,而 且 每 对 在 第 x 一 2 个 
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月 初 就 存在 的 兔子 将 在 第 n 一 1 个 月 生出 一 对 新 免 来 ,所 以 有 
ee hy st n> 3,n€ Zt+t, 


《8. 4) 
f(1) = 1, f(2) 一 2. 
若 令 f(0) = 1, 则 递 推 方程 8. 4 就 变 成 
he = ftrn—1)++ fm-2)， n>2,n€2Zt, 
(8.5) 
f0) = 1, f(1) =1. 


满足 8. 5 式 的 数列 就 叫做 Fibonacci 数列 ,而 它 的 项 就 叫做 Fibonacci 
四 递 推 方程 8. 5 的 特征 方程 是 x? 一 xz 一 1 = 二 0, 特征 根 是 
所 以 通 解 是 

ro -aaa 


代入 初 值 来 确定 c: 和 c* ,得 到 方程 组 


cz 十 cz 一 1， 
1 十 光 5 1 /5 
2 


Re 
解 这 个 方程 组 得 
pa a i de 
"TMF 2 Vi 2 
所 以 原 递 推 方程 的 解 是 
-二 1) 人 
fn) | 2 > 0,1, 


a ee 

a 相 邻 , 间 这 样 的 字 有 和 多少 个 ? 
解 ” 设 h(n) 是 所 求 的 字 的 个 数 ,n 之 1. 长 为 1 的 没有 两 个 a 相 
邻 的 字 有 a,58,c ;所 以 h(1) = 3. 长 为 2 的 没有 两 个 a 相 邻 的 字 有 a2， 
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acyba .bbsbcycascbycc ;所 以 h(2) = 8. 
设 n 之 3, 如 果 字 中 的 第 一 个 字母 是 a, 那 么 第 二 个 字母 只 能 是 4 
或 c, 其 余 的 字母 可 以 有 h(x 一 2) 种 方式 来 选择 ,因此 以 a 开头 的 字 
有 2htn 一 2) 个 .如 果 第 一 个 字母 是 6, 那么 这 样 的 字 有 Cn 一 1) 个 . 
同 理 以 < 开头 的 字 也 有 htn 一 1) 个 . 由 加 法 法 则 得 
| 1) + 2h(Cn — 2)， nn 之 3， 
h(t1) = 3, h(2) = 8&. 
该 递 推 方程 的 特征 方程 为 xz? 一 2z 一 2 = 二 0, 特征 根 是 
zj 一 1 十 <A3， zi 一 1 一 ~ 人 /3. 
所 以 通 解 是 
hn) 一 ci 十 3) 十 cs 一 人 3) 
代入 初 值 来 确定 c 和 cz 得 
a(l+~M3)+ce(l—MV3)=3, 
altl+ V3)+cell—MV3) = 8. 


解 得 
SE dF Oe ee 
a 2 人 [3 
因此 所 求 的 字数 是 
2 十 WA3 
hm = 1 十 YV3) 


一 2 十 WV3 
+ M33), 一 1 2 
2 /3 


【 例 3. 3】 核反应 堆 中 有 = 和 有 两 种 粒子 ,每 秒 钟 内 1 个 “粒子 
分 烈 成 3 个 8 粒子 ,而 1 个 8 粒子 分 型 成 1 个 粒子 和 2 个 有 粒子 . 
车 在 时 刻 上 = 0 反应堆 中 只 有 1 个 a 粒子 , 问 t == 100 秒 时 反应 堆 中 
将 有 多 少 个 “粒子 ?多 少 个 8 粒子 ?共有 多 少 个 粒子 ? 
解 ” 设 在 :时 刻 的 < 粒子 数 为 1(),8 粒子 数 为 g(t). 根据 题 意 
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可 以 列 出 下 面 的 递 推 方程 组 ， 
ezeec i 之 1， 


©®O 


f(t) = g(t — 1), 上 之 1， 
g{0) = 0, f(0) = 1. 
由 国 式 得 Fe 一 1 一 gG 一 2), 代 入 四 式 得 
to t 之 2， ® 
g(0) = 0, g(1) = 3f(0) 十 2g(0) = 3. 
该 递 推 方程 的 特征 方程 是 x: 一 2x 一 3 二 0, 其 特征 根 是 x1 = 3， 
zz 一 一 1. 所 以 该 递 推 方程 的 通 解 是 
g(t) C13 十 czf 一 1)". 
代入 初 值 g(0) = 0,g(1) 二 3 得 


c+c=0, 
3c1 一 《2 寂 3. 
解 得 
Ci = 再 cz 一 一 3 
4 4 
所 以 递 推 方程 @ 的 解 是 
g(t) 一 “3 一 (~ 1 
从 而 求 得 
ft) = g(t— 1》 一 电 3 一 1 二 (一 1 3 一: ， 
Jp EGD 一 三 -3 一 昌 ( 一 1 十 半 - 一 冯 ( 一 1 
一 3 
因此 有 
ft(100) 汪 四 . 399 — - (— 1) Ca 十 1)， 
g(100) 3 可 3i00 -一 可 站 《一 1 71o9 天 > SL 1), 
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fC(100) + g(100) = 3'%., 

对 于 外 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 方 程 , 当 特征 根 g1 ,9g,,… ,gq， 都 不 
相等 的 时 候 ,我 们 已 经 给 出 了 求解 的 方法 . 但 是 当 9q1,42，"… Ga 中 有 
重 根 时 ,这 种 方法 就 不 适用 了 . 换 句 话说 ,ciqr 十 C293 十 … 十 cad 就 不 
是 原 递 推 方程 的 通 解 了 . 因为 把 个 初 值 代入 以 后 得 到 个 方程 ,但 
未 知 数 至 多 为 一 1 个 ,可 能 使 得 方程 组 无 解 . 这 说 明 只 有 在 gq1,g;， 
… ,qs 都 线性 无 关 时 才能 得 到 递 推 方程 的 通 解 . 

为 了 解决 重 根 的 情况 , 先 给 出 下 面 的 引 理 . 

引 理 1 设 

oz) 一 和 一 arr 一 … 一 al zar-itl 一 CA *, 
YiE 2 , 令 fi(z) = zf! (z), 其 中 i(zx) 是 六 LiCz) 的 微 商 ， 
则 
AKCz) 一 mt 一 aa 一 1)izrr 一 一 aa 一 有 Er- 


证 ”对 :施行 归纳 
i 二 1 时 有 
fr) =rfo (7) 
一 Z(HT a ran Rr 1) 


一 At 一 Ga Oo Dr nn — hr, 
命题 为 真 . 
假设 i 时 命题 为 真 , 考 虑 i 十 1 的 情况 . 
firi(z) = rf (zr) 
一 ZN 和 an rT oan — Rrt)! 
一 ZiT oan Yr ln — Rk) tl 1) 
一 Mi+lxzn — a(n 一 1)i+1xza1 一 一 Qn 一 RY'tlir" +, 
由 归纳 法 引 理 1 得 证 . 四 
引 理 2 设 f(z) 为 引 理 1 中 的 mn 次 多 项 式 , 若 g 是 f(x) 的 e 重 
根 , 则 9 是 .Acz) 的 e 一 1 重 根 . 
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证 ”因为 a 是 f(x) 的 e 重 根 , 即 
f(x) 一 (一 9 已 (zz)， 
其 中 PCz) 为 二 一 次 客 项 式 且 z 一 g& 不 整除 PCz);, 从 而 
Hz) 一 Cr) = xLelxr 一 9 1。 Px) + Cx ~— 9)°P' (x)] 
一 (z ~— 9g) [exP(x) 十 (rz 一 0)zP(Cz)]， 
又 由 于 上 一 2 不 整除 PCz), 所 以 9 是 .AHaCz) 的 e 一 1 重 根 .、 上 
定理 8.4 设 有 上 & 阶 递 推 方程 
Hn) — aH Om 1) — aHn—£)=0,@ 0,n>k, 
若 g 是 递 推 方程 的 e 重 特征 根 , 则 9" ,ng",…,n“~!g" 都 是 该 递 推 方程 
的 解 且 是 线性 无 关 的 解 . 
证 ”因为 9 是 递 推 方程 的 e 重 特征 根 , 则 9 是 
fr = a tl rt 
的 e 重 根 . 由 引 理 2,g 是 f1(z) 的 e 一 1 重 根 ,g 是 f(x) 的 e 一 2 重 
根 ,…,g 是 f._1(z) 的 根 . 又 由 引 理 1 有 
万 (z) 一 天 2 一 aa 人 一 172z 一 一 ah 一 天 Zn 
对 2 二 1,2,…,e 一 1, 将 x = g 代入 得 
nig" — ailn 一 1Yg i. an kyig"* 一 0. 
这 就 推出 nig"(i = 1,2,…,e 一 1) 也 是 递 推 方程 的 解 . 从 而 ,ng"， 
… 9 都 是 递 推 方程 的 解 . 下 面 证 明 这 些 解 是 线性 无 关 的 . 
假若 存在 常数 cj ,c,,… ,c。 使 得 
clgr* 十 cazzg” 十 … 十 co lg 一 0. 
由 于 g 关 0,n 是 任意 正 整 数 , 必 有 ci = cz 一 … 一 上 一 0. a 
定理 8.5 设 gi,9z,…:9: 是 递 推 方程 
五 (na) 一 QI 五 (一 1) 一 一 再 (一 下 一 Da 天 0 72 天 
的 不 相等 的 特征 根 , 且 9; 的 重 数 为 ez = 1,2,…,t. 令 ci， 妇 Cie, 
是 任意 常数 , 且 
Hi(n) = (cnt eant tt cn )g7 i = 1,2,.,t, 
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则 态 (n) = > 五;(a) 是 递 推 方程 的 通 解 . 


证 ”由 定理 8.4 和 8.2,Yi 二 1,2,-…,t,Hi(n) 是 表 推 方程 的 
解 . 又 由 定理 8.2,H Gn) 一 3 Hbn) 也 是 递 推 方程 的 解 . 下 面 证 明 
五 (ma) 是 通 解 . 

设 hln) 是 递 推 方程 的 任意 一 个 解 , 且 由 初 值 h(0) = 如, h(1) 一 
四 一 1) = bi 唯一 地 确定 ,从 而 得 到 方程 组 


ftl 十 十 Ce, 十 cay 十 … 十 C2s» 十 十 ca 十 …… 十 Cure, = bo 
cng ee ci91 十 zt 让 C292 让 Cede = 和 Cordr ee 如 


cn 好 十 … 十 ci 21 gf 十 caag 十 … 十 cr,2°2 19 二 十 ca 十 … 十 C2" gs = 


cD 1 
二 十 cng! 十 十 cw lk 一 Dig = Bb. 
该 方程 组 的 系数 行列 式 是 
3 1 . | 1 ve 1 
ge gq G2 ga 2 gs 
De 22719; gi 2 一 193 og 2 1g? 
lo Re 1) gl ,CR 1) igh oo gt oe (ko 1 ge! 
这 是 推广 的 Yandermonde 行列 式 , 其 值 是 
I 一 oo I (gi; 一 qi) "A. 
2 1 Iii 


由 于 qj; 关 q(j 关 站 ,所 以 行列 式 不 为 0, 方 程 组 有 唯一 解 , 基 存 在 常数 
cy Cn cay ,Cm car Cm 使 得 


h(n) 一 Dy can 二 二 ci ni)g?. 


从 而 证 明志 (n) 是 递 推 方程 的 通 解 . ' 
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Kt 8.43 求解 递 推 方程 
Hn}) + Ham 1)— 3H(n— 2)— SHn — 3) 
| 一 2 万 (一 4) 一 0 之 4 
百人 0) =1., H(1) 一 0, H(2) = 1, H(3) = 2. 
解 ”该 递 推 方程 的 特征 方程 是 
zx 十 Xx 十 3T2 一 5x 一 2 一 0， 
它 的 特征 根 是 一 1, 一 1, 一 1，2. 根据 定理 8. 5, 该 递 推 方程 的 通 
解 是 
本 (ny = co 1)" canoe 1) + con 1) + cs 2". 
代入 初 值得 到 下 列 方程 组 
cl 十 cs 一 1， 
一 Ca 一 cz 一 Cd 十 2c4 一 0， 
cl 十 2cz 十 4ca 十 dc 一 1， 
一 cl 一 3cs 一 9ci 十 8ci 一 2. 


解 这 个 方程 组 得 
Cl 一 人 
所 以 原 递 推 方程 的 解 是 


Hin 一 本 (一 1)" 一 二 ma 一 1) 十 . 2", 
下 面 考 虑 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 方程 , 它 的 一 般 形式 是 
国庆 —aHa om 1) ~ oaH(n 一天) = fn), 
(8.6) 
nk, a 2A0, fn) 0. 


先 讨论 这 种 递 推 方 程 的 通 解 . 
定理 8.6 设 吾 (n) 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 方程 
Hin)})— af 1) — aH(n— &£) = 0, 
| (8.7) 
六 之 大，Q4 天 0 


的 通 解 , 态 " (n) 是 递 推 方程 8. 6 的 一 个 特 解 , 则 
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H(n) = Hn) + H'*(n) 
是 弟 推 方程 8. 6 的 通 解 . 
证 ” 互 G:) 是 递 推 方程 8. 6 的 解 ,因为 将 它 代入 递 推 方 程 的 左边 


得 
[HG + HOW] — alHa— 1D)+ Ho 1 
— wlHn — k) 十 五 "Ca 一天) 
=[H() — aHtn—m1)—o…— aH(n— ££)] 
+ LH) 一 ai 一 1 一 … 一 ar 一 有 ) 
一 0 十 f(r) = fn). 
再 证 明 五 (n) 是 通 解 . 设 h(n) 是 递 推 方程 8. 6 的 一 个 解 , 则 有 
h(n) 一 ohln 一 1) 一 … 一 atjta 一 天) 一 Ca). 
而 了 
五 (ra) 一 CI (一 1) 一 … 一 呈 五 (一 天) 二 大 (za)， 
将 这 两 个 式 子 相 减 得 


[Aan) — HCG) 一 aiLA 一 1) 一 五 "人 一 1)] 一 … 
— alhin 一 天 ) 一 五 "一 天)] 一 0. 
这 说 明 产 (2) 一 吾 * (n) 是 对 应 齐 次 递 推 方程 8.7 的 解 . 因此 hn) 是 
一 个 齐 次 解 与 妃 *(a) 之 和 ,从 而 证 明了 五 Ca) 十 如 "Ca) 是 递 推 方程 
8. 6 的 通 解 . 有 
根据 这 个 定理 ,只 要 找到 递 推 方程 8. 6 的 一 个 特 解 ,就 可 以 得 到 
但 遗憾 的 是 对 于 一 般 的 fln) 并 不 存在 寻找 特 解 的 普遍 方 
只 能 用 观察 法 猜想 特 解 的 形式 ， 然后 用 待定 系 法 的 方法 来 确定 系 
下 面 分 情况 讨论 ， 
当 f(n) 是 = 的 上 次 密 项 式 时 ,一 般 情 况 下 可 以 设 特 解 五 " (n) 也 
是 二 的 上 次 多 项 式 , 即 
H’*(n) = Pn Pan! 二 Pr Pins 
其 中 Pil,P2,*** ,Ptr 是 待定 系数 . 
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【 例 83. 51 求解 递 推 方程 
Hn) + SHG m1) 6H — 2) = 3n? 
的 一 个 特 解 ， 
解 ”假设 五 "(*) = Pin? 十 Pon 十 P;, 代 入 原 递 推 方程 得 
Pini 十 已 om 十 天 十 5[LPCn 一 1)2 十 Pr 一 1) 二 | 
+ 6[Pi(n 一 2)2 十 Poln 一 2) 十 P;] = 3zz2 ， 
化 简 左 边 得 
12Pimr 十 《一 34P; 十 12Pa)n 十 (29P; 一 17P, 十 12P;) = 3722 ， 


从 而 有 
12P 一 3， 
|- 34P 十 12P: = 0， 
29P — 17P; 十 12P: = 0. 


1 17 _ 115 
解 得 P) 一 Te 24， P, 一 288: a 


H:* Ca) 一 nt 十 区 dr 十 Bs. 


288- 
【 例 8. 6〗 求解 递 推 方程 
Hln) — Hn 1)= 7n 


的 特 解 . 
解 ”如 果 我 们 设 
五 "2a) = Pn + P,, 
代入 原 递 推 方程 得 
CPin + Pi) — [Pi ~ 1) + P| = 7n, 
化 简 得 


P, = 7n. 
从 上 式 解 不 出 P; 和 P,. 这 是 因为 当 原 递 推 方程 的 特征 根 是 1 时 ,如 
果 所 设 的 特 解 中 的 最 高 次 短 的 次 数 与 Fnz) 的 次 数 一 样 , 代 入 原 递 
推 方程 后 ,等 式 左边 的 n 的 最 高 次 窒 就 会 消去 . 因此 等 式 左边 的 多 项 
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式 比 右边 的 多 项 式 的 次 数 低 . 为 此 ,在 设 特 解 时 要 将 = 的 最 高 次 竺 提 
高 ,并 且 可 以 不 设 常数 项 . 这 里 我 们 设 
H’{(n) = Pr Pn, 
代入 原 递 推 方 程 后 得 
Pm? 十 Pn) — [LPiln ~ 1) Pn ~— 1)] = 7n， 
化 简 上 式 得 
2Pn + P,— P= 7n. 


解 得 P, = Ps 一 万, 因此 所 求 的 特 解 是 
H' (n) = Snln + 1). 


【 例 8. 7〗 Hanoi 塔 问 题 . 

如 图 8.1,n 个 圆 盘 按 从 大 到 | 
小 的 顺序 依次 套 在 柱 4 上 .每 次 从 二 
一 根 柱子 只 能 搬 动 一 个 圆 盘 到 另 [| 
一 根 柱 子 上 . 如 果 在 撒 动 过 程 中 不 -一 一 一 一 一 
允许 大圆 盘 放 在 小 圆 盘 的 上 面 ,请 四 2 
设计 一 个 计算 机 算法 将 所 有 的 贺 图 8.1 
盘 从 柱 4 移 到 柱 巨 ,并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 性 . 

解 ”这 是 一 个 典型 的 递归 算法 . 令 MOVE(n,X,Y) 表示 将 = 个 
盘子 从 柱 X 移 到 柱 Y. 则 算法 MOVE(n,A,B) 可 表示 为 : 

1. 初始 化 ,，S< 和 (4 BC 

2. MOVE (n,A,B). 


MOVE (n,X,Y); 
1. n= 1then TAKE(X.,Y) 
2. else 
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MOVE (n—1, XX, 2); 
TAKE (X,Y); 
MOVE (nn — 1,2, Y). 
} 
其 中 TAKE(X,Y) 表示 从 柱 和 拿 一 个 盘子 到 柱 Y. 
下 面 考虑 算法 的 复杂 性 . 该 算法 的 主要 运算 是 移动 盘 . 设 * 个 盘 
子 的 移动 次 数 为 媚 (=) ,根据 算法 列 出 递 推 方程 如 下 : 
Hln) = 2H(n— 1)+1, n> 2， 
HOU) = 1. 
这 是 一 个 常 系数 线性 非 齐 次 的 递 推 方程 , 它 的 齐 次 通 解 为 c2". 设 它 
的 特 解 为 已 ,代入 原 方程 得 
P~2P=1, 
解 得 已 一 一 1, 从 而 得 到 原 方程 的 通 解 是 <. 2* 一 1, 代 入 初 值得 
2c 一 1 一 1， 
解 得 < 一 1, 五 (") 一 2 一 1. 这 说 明 该 算法 的 移动 次 数 是 2" -- 1, 它 的 
时 间 复 杂 性 是 O(2"). 
下 面 考 琢 f(n) 是 指数 函数 的 情况 . 
若 Jr) = a， 疡 ,其 中 < 和 8 是 给 定常 数 , 则 递 推 方程 8. 6 的 特 
解 可 以 如 下 设 定 ， 
车 8 不 是 递 推 方程 8. 7 的 特征 根 , 则 令 五 * (n) =P.pr; 若 B8 是 
递 推 方程 8.7 的 e 量 特征 根 , 则 令 万 ' (n) = Pntr. 这 里 的 P 卫 都 是 待 . 
【 例 8.8】 求解 递 推 方程 
人 十 5 至 ( 1) + Hn Oo 2) = 42. 4°, 
H(0) = 0, H(1) = 0. 
解 ”该 递 推 方 程 的 齐 次 通 解 为 c1( 一 2)" 十 coC 一 3》. 设 它 的 特 
解 为 P，4", 代 入 原 方程 得 
P45P.4 + 6P. 4 ?= 42.4", 
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解 得 己 王 16, 从 而 得 到 通 解 
Hln) 一 ci( 一 2) 十 ca 一 3) 十 16。4*， 
代入 初 值得 到 方程 组 
全 十 cz 十 16 一 0， 
ct 一 2) 十 cz( 一 3) 十 64 一 0 
解 得 c 二 一 112, cs 二 96, 因此 原 递 推 方程 的 解 是 
H(n) 一 一 112(— 2)" 十 96( 一 3) 十 16， 和 如， 
【 例 8.93 求解 递 推 方程 
an 一 42-1 十 dan-s = 二 2°， 
一 1， 4 一 5 
解 ”该 递 推 方程 的 齐 次 通 解 为 (ci 十 caz)2". 由 于 2 是 对 应 齐 次 
方程 的 二 重 根 , 因 此 设 特 解 为 Pr?2", 代 入 原 递 推 方程 得 
Pn:2" 一 4P(m 一 1)22" 1 + 4P(ln 一 2)22 ?= 2， 


解 出 P 一 方 . 从 而 得 到 原 递 推 方程 的 通 解 


a 一 cl2n 十 cn2" 十 3. 


代入 初 值得 到 方程 组 
“1 一 1 工 
2ct 十 2cz 十 1 一 5. 
解 出 c 二 1, cs = 1. 因此 原 递 推 方程 的 解 是 
an 一 2 十 2" 十 n22"1. 


$8.2 递 推 方程 的 其 它 解 法 


除了 常 系数 线性 递 推 方程 的 公式 解法 以 外 ,还 有 一 些 求解 递 推 
方程 的 方法 ,如 换 元 法 、. 迁 代 归纳 法 、 差 消 法 、 党 试 法 等 等 . 下 面 分 别 
加 以 说 明 . 

某 些 非常 系数 非 线 性 的 递 推 方程 通过 换 元 可 以 变 成 常 系数 线性 
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递 推 方程 ,然后 用 公式 法 求解 . 这 种 求解 方法 称 作 换 元 法 . 
和 例 8. 10〗 ”求解 递 推 方程 
J ar > 0， 
ao 二 2. 
解 ” 令 5 == 避 ,代入 原 递 推 方 程 得 
光 一 2 一 1， 
bo 一 4. 
这 是 一 个 常 系数 线性 递 推 方程 , 解 是 5, 二 5-2" 一 1, 从 而 得 到 原 递 推 
方程 的 解 a, = 5 .2 二 工 . 
【 例 8.11】 求解 递 推 方程 
人 一 0， un > 0， 
2Zo 二 4. 
解 原 方程 可 变形 为 
a3 一 2a。 1， 
取 对 数 得 
| 一 logz2 十 logza.—! 
logzao = 2. 
令 刀 ,二 logza, 代 入 方程 得 


es 1 
| 2 6 
bo 2: 


解 得 b 一 | 二 】 上 + 1, 从 而 得 到 原 递 推 方程 的 解 


an 一 22 一 2 

〖 例 8.12】 求解 递 推 方程 
| 区 一 24, 开 一 1,2,-， 
H(1) 一 1， 


解 ” 将 n= 2 代入 原 递 推 方 程 得 
人 = HC(2"') 十 2， 
H(2°) = 1. 
令 工 (k) 一 五 (22) ,得 
0 一 了 (一 1 一 2， 
7(0) = 1. 
解 得 T(k) 一 2 路 十 1, 即 玖 (2 一 2 十 1 由 大 ==]logz 可 得 
H(in) = 2logsn + 1. 
【 例 8.13】 确定 以 下 递 推 方程 的 解 的 阶 . 
Tn) = 2T (4n?) 十 logsnt. (DD 
解 ”为 把 方程 变换 成 常 系数 线 性 递 推 方程 ,必须 选择 一 个 
适当 的 ,使 得 方程 具有 下 述 形式 
H(k) = 2H(k — 1) + f(), © 
令 m4 表示 与 给 定 的 & 相对 应 的 n, 由 式 人 中 n 与 式 名 有 
ni-1 一 4nz => log il 一 2 十 六 logsmk 
= logsns 一 2logzni_i 一 一 4， 
令 pt 二 log; nn4 得 
: mi 一 27 二 一 和， 
解 得 m4 一 2: 十 4, 从 而 有 ns 二 2* +, 且 
HE) = 2H — 1) + logens = 2HGRC—1)+2+4.@ 
方程 @ 的 特 解 设 为 PJ&2* 十 P;, 代 入 解 得 
P= 1, P,=”— 4. 
所 以 有 . 
H&E) = k2 十 c2 一 4. 
其 中 < 为 任意 常数 . 这 就 推出 
Try 二 上 2 十 c2*: 一 4， 为 常数 . 
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因此 有 
T(n) = OC(R2*), 
而 由 rn; 一 22 44 知 天 一 logslogss 一 4)， 从 而 有 
T(n) 一 Cog:iogs?i。log2z)， 
和 迭代 归纳 法 是 求解 递 推 方程 的 另 一 种 基本 方法 . 它 的 基本 思想 

是 :用 壕 代 的 方法 推测 出 递 推 方 程 的 解 , 然 后 用 归纳 法 验证 . 

《 例 8. 14】〗 给 定 z 个 实数 at,az,…,a,* 可 以 用 多 少 种 不 同 的 方 
法 来 构成 它们 的 乘积 ?这 里 认为 相 丧 的 次 序 不 同 也 是 不 同 的 方法 ,如 
《al X az) X as 与 ay X (as X as) 是 不 同 的 方法 . 

解 ” 令 htn) 表示 这 x 个 数 构成 习 积 的 方法 数 . 显然 有 有 (1) 一 
l. 假设 nO—1 个 数 al,a 9 """ Url 的 乘积 已 经 构成 ,有 睛 (nm 一 7 个 : 任 
取 其 中 的 一 个 乘积 , 它 是 由 = 一 2 次 乘法 得 到 的 . 对 于 其 中 某 一 次 相 
滋 的 两 个 因 式 ,加 入 a, 的 方法 有 4 种 . 由 加 法 法 则 ,这 种 加 入 a 的 方 
法 共 4(a 一 2) 种 ,此 外 ,还 可 以 把 a. 分 别 乘 在 整个 雪 积 的 左边 或 右 
边 ,因此 加 入 a。 的 方法 数 是 

4tn 一 2) 十 2 二 dn 一 6. 


根据 以 上 的 分 析 可 以 列 出 递 推 方程 
ee = (4n 一 6)h(n — 1), 并 之 2， 
h(1) = 1. 
下 面 用 迭代 归纳 法 求解 . 


hth} =(dn — hn Oo— 1) 
=(4d4n — 6) (dn — 10)h(n 一 2) 
=(d4n OO— 6)(4n 一 10) (dn 一 14)h(n 一 3) 


《417 — 67{dn 一 10)…6。2。 只 (1) 
=2” 1[ (2n — 3)(2n 一 5)…3。1] 


二 2*—1 (Zn 2)1 
(Zn 一 2)(2n 一 4)…4。2 
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_ (2n 一 2)1! 

G1)1! 
由 于 当 一 1 时 ,上 式 的 结果 也 等 于 1, 与 初 值 一 致 ,因此 原 递 推 方程 
的 解 是 


=- a- yl， nn 这 2. 
7 一 1 


22 一 | a 
nl 
这 个 结果 是 否 正 确 , 要 通过 归纳 法 加 以 验证 . 
n 二 1 时 显然 等 式 成 立 . 
假设 ” 一 时 等 式 也 成 立 , 则 
htk 二 1) =[4C 二 1) OO— 6]ACE) 


hln) = (Cn 一 Di 


) 三 : 
= 2 D1 | 


£—1 


—2(24— 1)(— 加 的 国 
大 
2k - (2k — 1)1 2k 
mR -| :| 
由 归纳 法 可 以 知道 构成 乘积 的 方法 数 是 一 1)! >” “| 


【 例 8.15】 求解 递 推 方程 
D; = (nC— 1)(D,) + D,_2), 
D; = 0, D, = 1. 
解 ”由 递 推 方 程 得 
Ds 一 nD. 一 一 [Di 一 (2 一 1) 3]， 
了 -1 一 (Ca 一 1] 万 -一 一 [一 《2 一 2)D,-s]， 
Ds 一 (nz 一 2) 万 .3 一 一 [D,_s— (n— 3)D,_,], 


D; 一 3D; 一 一 [D; 一 2D.,]. 
把 后 面 的 式 子 依次 代入 前 一 个 等 式 得 
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D. 和 nD,_1 一 (一 1)°[D.,.., 《2 es 2)D,._;] 
一 (一 1)3[CP。 — (nC— 3)D,_,] 


一 (一 1)"™?[D, 一 2D,|. 
将 初 值 代入 得 递 推 方程 
D, 一 nD,.-! 一 《一 1)”， 闻 之 2. 
D;, 一 0. 
对 以 上 方程 做 迭代 得 
D, 一 ?Le 一 1)D, 2 二 (1)! 二 (C— 1)" 
一 mr CO— 1)D, :二 nC 1 二 + 1) 
=n(n CO 1)[Ln 2)D, 3 十 (一 1 了] 十 nC 一 1"! 十 (一 1)" 


=—ntn Oo 1 2: Dn Oo 1 3.(—1)++n(n om 1) 
1 


2 上 3 了 na 
=z*![c 一 2 二 二 一 D 二 十 二 (一 D" 了 二 ] 
1 1 | 
-al 一 二 + 机 一 …… 上 + 一 D" 二 | 
下 面 用 归纳 法 验证 . 
易 见 Di 一 11 [1 一直 ]=0, Ds=21[1 一 圳 + 去]=1. 
假设 对 一 切 二» 结论 为 真 , 则 


D, = 人 一 1)CD， + D,2) 
a 二 
= -1 一 Di i 十 到 了 (一 了 | 


et i i > ea 1 
+ x — Dn — 2)1|1 二 十 直 二 m7 | 
0 ee RA SR 
=zo — 1)1|1 二 十 去 和 于 ( 二 他 | 
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-Di -二 + 圭一 a pd 
+ 一 Dtl1 一 击 二 站 一 | 
=n1[1 一 二 十 直 一 … 二 《一 | 
+ 
il1= 汪 市直 | 

由 归纳 法 原 递 推 方程 的 解 是 


DD, 一 1[1 一 吉 二 测 一 “+ (一 1 出 ]. 
下 面 考虑 差 消 法 ,请 看 例 8. 16. 
例 8. 16〗 求解 递 推 方 程 


SR 于 之 2， ® 
rel 
T(1)=0. 
由 式 @ 得 
m1 
nT(n) = 22T(D) 十 2 十 了 ©® 


fmm] 
将 式 加 中 的 ”用 = 一 1 代入 得 
n—2 
a— DIT) =20TOD+ m1)+n—1. @ 
i=1 
由 式 @ 减 去 式 回 得 
nT(n) — (nm DTG 1) = 2T 1) +2n, 
化 简 得 
aT(n) = (n+ DDT ~ 1)++ 2n, 


Tn) Tn DL. 2 
nn 十 1 n nn 十 1° 


242 


出 和 迭代 法 得 


es 
Be 


1 去 ] 
一 2 IT 十 “二 3 


TI) 
2 


因此 
Treo = 2(n 十 DD 二 二 十 十 十 二 4]. 
我 们 估计 一 下 TCD > 
的 阶 . 由 于 
"十 1 1 "tt 1] 
之 | dx 


(参见 图 8. 2), 即 


> 1 1 = O(logn), 
所 以 T(x) = Onlogn)o. 
例 8. 16 中 的 递 推 方程 。 2 
称 为 全 部 历史 递 推 方程 ,由 
于 Tn) 是 由 T(0OTG)， 和 
.Ta 一 1) 等 所 有 的 项 确定 . 通过 差 消 法 消去 大 多 数 项 ,只 保留 后 
面 的 见 项 将 递 推 方程 化 简 ,然后 用 选 代 归纳 法 或 换 元 法 求解 . 
最 后 谈 谈 尝试 法 . 所 谓 党 试 法 就 是 根据 递 推 方程 中 的 栈 数 形式 ， 
先 猜想 出 递 推 方程 的 解 的 函数 形式 ,如 常数 、 一 次 函数 .二 次 函数 、 指 
数 函 数 、 对 数 函 数 …, 然 后 代入 方程 验证 . 如 果 满 足 方程 , 则 它 就 是 
递 推 方程 的 解 .这 种 解法 在 算法 分 析 中 是 经 常用 到 的 , 由 递归 算法 所 


中 iogn 就 是 logzn 
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得 到 的 递 推 方程 往往 比较 复杂 ,许多 方程 至 今 还 得 不 到 精确 解 . 但 对 
于 算法 分 析 来 说 ,我 们 只 关心 解 的 阶 , 这 时 不 妨 用 尝试 法 试 一 试 . 
先 看 例 8. 16 的 递 推 方程 


TO) — TTG) +n+1， n>2. 
i=1 

为 估计 工 (w) 的 阶 , 先 猜想 T(z) 的 函数 形式 然后 代入 原 方程 验证 . 首 
先 假设 了 (=) 一 cc 是 常数 ,代入 递 推 方程 得 

< 一 2c 十 天 十 二 一 <, 
等 式 左边 为 常数 ,右边 为 函数 ,显然 是 不 成 立 的. 再 假设 T(z) = cen， 
代入 弟 推 方程 得 

cn 二 De 十 nn 十 1 


二 c(tn—1)++n 二 1 
二 (Cc 十 nxn 一 cc 十 1. 
等 式 也 不 成 立 . 再 令 T(n) = c ,代入 递 推 方程 得 


n—1 
<c22 一 pn Ds 十 nn 十 1 
3 
于 [< 于 十 Oo]+n+1 


a 人 cn 4 Oy. 


等 式 右 端的 增长 率 小 于 左 端 的 增长 率 . 了 了 (n) 的 阶 应 界 于 cn 和 cn 之 
间 . 令 T(tn) 一 cnlogn ,代入 原 递 推 方程 得 


cnlogn 一 2 Tog: 十 ?十 1 


i=1 


一 如 十 Onlogn) |+ a 十 1 


一 cnlogn 十 (1 一 了 jn 十 O(logn). 
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令 c= 21ln2, 则 方程 右 端 与 左 端 的 增长 率 是 一 致 的 ,因此 解 得 了 (x) 


的 阶 为 


T(rn) = O(nlogn). 


例 8. 16 的 递 推 方程 实际 上 是 快速 排序 算法 在 做 平均 状况 下 的 
时 间 复 杂 性 分 析 时 所 得 到 的 递 推 方程 . 设 被 排序 的 序列 为 xm， 
Trt rT 将 快速 排序 算法 记 为 QuicksortCF 2) ,描述 如 下 : 

Quicksort(f ,7) : 


1. 
2. 
3, 


Xi), 


如 果 f 守 71, 则 算法 结束 . 
ief 十 1. 
当 zi 过 zr 时 做 ii 十 1 从 堪 到 右 找 到 大 于 zz; 的 第 一 个 数 


IL, 


5. 当 zi 之 Xx/ 时 做 j= 一 i 一 1( 从 右 到 左 找到 小 于 zj 的 第 一 个 数 


i). 


7. 


8 


9. 


， 当 i 之 j 了 时 做 


Zi XT 和 i 交换 ). 

;< 十 1， 

当 关 委 2r 时 做 :< 十 1 

7< 7 一 1. 

当 zj 之 zx 时 做 7 一 1 
zre> zi 把 zy 放 好 ,原来 的 序列 划分 成 两 个 子 序 列 ). 
Quicksort(f ,i 一 1). 
Quicksort (i 十 1,2). 


图 8. 3 给 出 了 用 Quicksort 算法 排序 的 一 个 实例 . 输入 为 13 个 
数 的 序列 . 图 中 只 是 给 出 了 算法 从 步 1 到 步 7 的 执行 结果 

下 面 分 析 一 下 Quicksort 算 法 在 平均 状况 下 的 时 间 复 杂 性 . 到 第 
7 步 结 束 时 ，zrrly*…，T:-1 分 别 与 zr 比较 了 一 次 ,zz > 也 分 别 
与 xz/ 比较 了 一 次 , 而 zz+i 各 与 zyr 比 较 了 两 次 .这 = 个 数 共 比较 了 
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初始 


TT Tri Ts 1 洁 辣 HT1 六 1 家 

27 99 0 8 13 64 86 16 7 10 88 25 90 

+ 
六 < 

第 一 次 交换 27 99 0 8 13 64 86 16 7 10 88 25 90 
| t 


第 二 次 交换 27 25 0 8 13 vy 86 16 7 » 88 99 90 


一 一 一 了 


第 三 次 交换 27 25 0 8 13 10 86 16 1 64 88 99 90 


i 
27 25 0 8 13 10 7 ee 64 88 99 90 


第 四 次 交换 27 25 0 8 1310 7 16 86 64 88 99 


划分 


[16 25 0 8 | 


图 8.3 


n 十 1 次. 令 c. 表示 对 个 数 进行 快速 排序 时 所 用 的 平均 比较 次 
数 ,P, 是 rr 为 序列 zxr…:zx: 中 第 * 个 最 小 数 的 概率 , 如 果 假 设 当 


sO—=1,2,.,n 时 这 个 概率 都 相等 ， 基 己 ， 一 工 2 一 2 2, 则 有 
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co = 3 Tn 1+ es + ee,) 


sl 


~= 记 2 《ci 十 cn- 十 姑 十 1 


一 全 (ei 十 cs 十 一 十 cD 十 nn 十 1 (eo = 0) 
和 一 】 

一 之 c: 汪 nn 十 1 
= 


斌 得 到 例 8. 16 的 递 推 方程 , 故 c, = O(nlogn). 
【 例 8.17】 求解 递 推 方程 
人 二 nl 三 | 十 H| 37) 十 cn， rc 为 常数 ,r 之 1,n 这 no， 
H(ln) = cn, nA no. 


和 解 ”观察 到 该 递 推 方 程 是 线性 的 ,很 可 能 它 的 解 是 如 下 形式 : 
H(ln) = klr)cn, 
其 中 ltr) 是 r li 


klr)cn =Ek(r)y "ce 二 klr}y=e 十 cn 


1 
=k(r) a 十 一 十 a]; 
从 而 有 
1 ,3 1 
r 4 klr)y | Ss 
解 得 
kr) 一 -全 
因此 得 到 
HO) = -全 cn， n > ro. 
经 代入 原 递 推 方程 验证 , 解 是 
4r 
H(n) -二 人 or 
cn, n Sto. 


最 后 我 们 考察 一 个 分 治 法 的 例子 . 设 ” 表示 输入 规模 , 6 表示 


将 这 个 问题 划分 成 e 个 子 问题 后 每 个 子 问题 的 输入 规模 ,其 中 ,2 为 
常数 . a(n) 表示 在 分 解 或 综合 子 问 题 而 得 到 整个 问题 的 解 时 所 花费 
的 时 间 , 则 整个 问题 的 时 间 复 杂 性 函数 满足 
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I aT| 于 | + dln), 


| 了 (1) 一 1， 
由 和 迭代 可 得 
Tn) 一 CT (map2》 + ad(n/b) + dn) 


#—1 


=at 十 Dya'd(n/5). 


f==0O 


设 x = 二 不, 则 = 二 logsn，, 即 


ak 一 ae" — pe 
当 dn) 为 常数 时 ,有 
log5a 
To = (0 7 2 尖 ]1， 
O(logn), a = 1]., 


当 en) 一 cn,c 为 营 数 时 ， 则 
Siaadcn/s) 一 风 (cn/b') = = on |($). 


t=-0 E+ 
若 a 过 5, 则 | 一 O(n) ,那么 有 
4 一心 
Tn) = a + On) = O(n). 
#—1 ; 
若 & =, 则 om | 2] 二 cnk 一 cnlogsn ,那么 有 


T(n) 一 mw" 十 calogon = O(nlogn). 


6 
Tn) = nw + OW) = O(n™). 


4—1 i: 1] 
车 a >5, 则 cn [| 二 Cn 一 一 一 一 O(n%w), 从 而 有 


综 上 所 述 得 
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O(n), [7 < ps, 
T(rn) = [oo a = b, 
On ), a>b. 
$8.3 生成 函数 的 定义 和 性 质 


生成 函数 也 叫做 母 函 数 或 发 生 函数 . 利用 生成 函数 可 以 求解 组 
合计 数 问题 

定义 8.5” 设 a0,01,…,as，…, 是 一 个 数列 ,做 形式 宕 级 数 

4(z) 一 ao 十 az 十 czz2 十 … 十 Cndr 十 

称 4(z) 是 数列 covai,… 的 生成 函数 ， 

为 了 书写 的 方便 ,我 们 将 数列 covai sc， 记 作 人 au 

【 例 8. 18】 设 < 一 |“) ,m 为 正 束 数 , 求 数列 {2,) 的 生成 函数 
ACx). 


解 A(z) = 下 > 一 也 区 Ee = (1 十 x)", 
这 恰好 是 二 项 式 定理 的 结果 . 


”| , 先 给 出 定义 ， 
定义 8.6 ”对 任何 实数 x 和 整数 2 有 
0, n < 0, 
(= 1， n= 0， 
# rr C1) 到 n+1) 
1 n> 0. 
例如 
2 
| a 
te. 5X4X3xX2x1 ”256° 
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”| 已 经 失去 了 组 合意 义 ,只 是 一 个 记号 , 称 为 牛顿 


二 项 式 系 数 . 
定理 8.7 〈 和 牛顿 二 -项 式 定理 ? 设 “是 一 个 实数 , 则 对 一 切 z 和 y 


满足 | 三 | 二 1 有 
(Cz 十 y)" = 3 Ea 
其 中 | | = 二 "Ca 一半 十 1) 


ni 
关于 牛顿 二 项 式 定 理 的 证 明 在 一 般 的 数学 分 析 书 中 都 可 以 找 
到 ,这 里 不 再 著述 . 


当 a 二 mm(m 为 正 整 数 ) 时 ,如 果 # 之 加 , 则 | ”| -- 0, 这 时 牛顿 二 

项 式 定理 就 变 成 - 
(x + y)" = 5 {”) ey 

这 就 是 二 项 式 定理 ,所 以 牛顿 二 项 式 定理 是 二 项 式 定理 的 推广 ,二 项 
式 定理 是 牛顿 二 项 式 定理 的 特例 . 

当 a 一 一 zfoz 为 正 整数 ) 时 ,有 

(")= | 一 中 = (一 zi 一 和 -一 1 一 下 一 站 十 1) 
n nt! 


(lmmt Dm 二 no 1) 


721 


| 十 天 一 
-of +a- 
所 以 有 

nC | 了 十 天 一 工 
《1 十 =》 人 1)"| > 


2", |z| < 1. 


(8. 8) 
【 例 8.19】 设 。 是 一 个 实数 ,a, 一 | “) , 则 数列 (a) 的 生成 函数 
是 


4(z) = > = (1 二 zy”. 
而 数列 {| ”+ ”1] 的 生成 函数 是 


志和 十 一 11， 1 
B= Dl ; | (8. 9) 


m=0 


特别 地 , 当 m 二 1 时 有 


B(z) = Dr = 
手 一 个 


当 m 二 2 时 有 
~ 二 1】 ， = 
B(x) = 3 1 EE 2 (= 十 1 = Tz 
用 一 工人 代入 8.9 式 中 的 zx 得 
= smtn—li) ,1 
= 5 ne E + zx) 
当 m = 二 1 时 有 


CS dl 
2) (一 1D)"z 三 


生成 函数 作为 形式 等 级 数 , 它 的 加 法 、 减 法 .乘法 .除法 以 及 微 
商 .积分 都 遵从 矢 级 数 的 运算 规则 . 下 面 给 出 生成 函数 的 一 些 性 质 . 
设 数列 {a.)，{5.)，{c) 的 生成 函数 分 别 是 4Cz)，B(Cz) 和 
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CC 过)， 
1. 车 如 二 aas， a 为 常数 , 则 B(x) 一 aA(zx). 


证 B(x) = 了 brr" 一 Dy enna 一 pp 一 ad(zr7》。 目 


n= ep | 


2. 大 cs = an 十 久 , 则 Ce 4(Cz) + Br). 

证 明 留 作 练 习 . 

3. 若 c. 一 yat ,, 则 CCz) = A(z) : Bz). 
i=0 


证 co 一 Qobo, 
CT 一 Copl 十 abox, 


| 


Ceo? 一 dobsr? 十 ub1r’ 十 QDor’, 
要 和 市 人 站 和 人 和 


cr” 一 Gopzr 十 ip 1 十 Gazbn_2x" 7 十 … 十 anwbor”， 


bb 古本 轩 和 Db 昌 人 和 本 古国 


把 以 上 和 台式 的 两边 分 别 相 加 得 
CCz) 一 aoB(z) 十 arBlr) 十 asri BT) 十 > a eBCr) 十 
~—A(zr) ， Blr). a 
Eb Us 
4. 若 6 二 1° Si 则 BCz) = ri: ACr). 
ee 1 和 = 1， 
证 B(x) 二 > 2 Sh Da 和 x Da sr 3 
ni n=t 
Va =— x! A(r). a 
和 
. 4d(z) 一 Sr 
5., > = ax+is 则 B(z) 一 
证 明 留 作 练 习 . 
6. 车 = Pa, 则 BCz) = 人 22. 
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证 bo = ao， 
bx = aox 十 Qi， 


bo 一 Go2 十 rs 十 C2T2 ， 
2 = aor 十 az 十 azz 十 … 十 nr, 


把 以 上 各 式 的 两 边 分 别 相 加 得 
至 (z) 二 ao(1 十 区 十 可 十 品 ) 十 arrl1l 十 区 十 x? 十 …*) 
十 azz*(1 十 ZT 十 让 十 ) 十 … 
一 (ae 十 GT 十 aazt 十 (GE 十 工 十 字 十 ……) 


_ A(z) 
Ss 证 
7, 若 忆 一 > vai, 且 A(l) 一 p37 收敛 , 则 
i==%n n=-0 
Bz) -4GD 一 z4Cz) 
] 一 位 
证 因为 401) = 2》)a. 收 僵 , 所 以 6 二 ya 是 存在 的 . 
n=0 ln 
和 一 ao 十 a 十 az 十 二 A(1) | 
bix 二 dt 十 azT 十 "n== [AQ1) ee ao x 
box’ 一 azx? 十 ，… 二 [Ad1) 汪 - ao 一 a1lr? 
bx” 一 aa 十 … 一 [4(1) 一 ao 一 …… 一 co] 


把 以 上 各 式 的 两 边 分 别 相 加 得 
B(xz) =AC() + [AC 一 aoz 十 [4(i) 一 ao 一 ai]zz 十 …- 
十 [La(1) 一 ao 一 ai 一 … 一 Gao]z 十 …… 
一 4(C1D)(CL 十 十 天 十 ……) 一 aozf1l 十 科 十 z2 十 …) 
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二 2172{1 十 人 十 zx? 十 ‘0 ) 一 。。 
一 [L4(1)》 一 xt{ao 十 ai 十 "ee) | . 《1 十 工 十 x 十 we 
A rA(z) 


于 一 工 
8. 若 5 一 oaoa 为 常数 , 则 吾 (z) 一 4(Cxr). 
证 明 留 作 练 习 . 
9. 若 妈 二 na;y 则 BCz) = zxA' C(x), 其 中 4'(x) 为 A(z) 的 微 商 . 


证 由 Alzx) 一 erz" 得 


二 0 


A'(x) 一 Dnax"!, 
从 一 1 


从 而 
TA'{xX) = DJ naz" ~ Dynaer” 一 D6.7" = Blr). 目 
2 _ 1fr 
10. 车 如 一 二 全, 则 B(x) 一 | ACYdz. 
证 明 留 作 练 习 . 


【 例 8.203 求 数列 {a.} 的 生成 函数 4(z). 
(1) a, 一 7. 3"; 
(2) a = n(n 二 1); 

0， n= 二 0,1,2, 


(3) ac。 一 
《一 二 nn 之 3, 


解 (1) 设 到 = 1, 则 {如 ) 的 生成 函数 为 一 一 , 令 


l1—x’ 


cn 一 3 一 3 人 
由 性质 8 得 到 {c.} 的 生成 函数 是 


Crz) 一 一 


1 一 3z” 
而 a, 二 7。c., 再 由 性 质 1 可 得 {a,} 的 生成 函数 
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了 
T 一 32- 


刀 () = 


(2) 设 4(z) 一 Dyan 一 > mn 十 1)zr". 


n 二 0 n=0 


对 上 式 两 边 积分 得 
[| Crz)dqz = > n(n 1)x"dzx = Synz"t! TD ynr", 


#O 二 DD nfl m=O 


{1} 的 生成 函数 是 了 二 一 ,由 性 质 9 可 知 {n} 的 生成 函数 是 


' 芭 
ee ee 
所 以 有 
| acoazr = 人 
对 上 式 两 边 微 商 得 
27 _. 
0 


(3) ACrT) = Sa 一 3 1)r" 一 Xx 一 1)*z 一 3 


为 一 个 Re=3 


一 一 + 1)"x" = 1 ee 
〖【 例 8. 21】 已 知 数列 to) 的 生成 函数 是 
2 十 3xz 一 62? 
A(X) = or 
求 a,. 
解 ”用 部 分 分 式 的 方法 得 
2 十 3zr 一 6z 2 
EY 1 一 2z = 
而 人 2 > Db n ， 
所 以 有 
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加 J n 关 1， 
”lt3=7,， n=1. 
【 例 8. 22〗 计算 级 数 {x?) 的 和 
12 十 22 十 … 十 ze 
解 。 先 求 fzz} 的 生成 函数 4(z) 一 3 niz", 由 


nO 


dl pe = = Da ! 


得 

(1C— re 一 Bur. 
对 上 式 两 边 微 商 得 

_ 1 十 并 2 ， 
(一 z)3 =- Ds 
所 以 有 


— 1 
dt 


m==l] 


令 二 D4, 根据 性 质 6 可 知 {6.} 的 生成 函数 是 


二 


_ Atr) -xz 十 z) | 工 x 
人 
如 二 x5 的 展开 式 中 z" 的 系数 是 
@ 十 3)Ca 十 2) 人 十 1)， 

31 
所 以 BCz) 的 展开 式 中 一 的 系数 是 
《ma 十 2 十 1)n i Cn 二 1)n(n 一 1) n+ 1)(2n+ 1) 
更 6 6 » 


ep 
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12 十 12 十. + = et Dt 


§ 8.4 生成 函数 与 组 合计 数 


生成 函数 在 组 合计 数 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 . 用 生成 函数 的 方 
法 可 以 求解 递 推 方程 ,请 看 下 面 的 例子 . 


〖【 例 8. 23〗 求解 递 推 方 程 
Cr 一 54 -1 十 6c 二 0， 
uo 一 1 ， 们 1 一 一 2 


解 设 4(Cz) = oz, 则 


AC(T) 一 Go 十 a 十 asz2 十 azs 十 

一 5r，4(r) 一 

6z2 。4(r) 一 

把 以 上 三 个 式 子 的 两 边 分 别 相 加 得 

(1 一 5 十 6z)。Q4(r) 一 ao 十 (ai 一 5ao)2z， 
代入 初 值 a。= 1,al = 一 2 得 


一 5ao 一 5aiz2 一 5ayz3 一 0 


6aox? 十 6alz3a 十 …: 


9 


A 
由 部 分 分 式 的 方法 得 
442 = 二 一 到 
—5 D2 -4 3rzr， 
从 而 得 到 Oe 呈 


Qn O05°2"—4.，3", nn 之 0. 
【 例 8.241] 求解 递 推 方程 


rl 
人 = > Ap， nn2， 
天 一 1 


hi 一 1. 
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解 ”这 是 一 个 非 线性 的 递 推 方程 , 令 


H(Cr) 一 Dhr", 
鱼 == 


把 上 式 两 边 平方 得 
Frz) = ( Shrt) ( Sa 
= 3 一 YA = H(zx) — hx, 


代入 初 值 hi=1 得 
- H(z) = H(zx)— xz, 
解 这 个 关于 五 Cz) 的 一 元 二 次 方程 得 


Hi(x) = lt+~vl—4x ts H(zx) = l1—~vV1l—4r 人 一作 
因为 如 (0) 一 0, 开 方 应 该 取 负 号 , 故 含 去 妃 ;(z) ,得 
和 人 人 一 十 一方 (1 一 4z) 
根据 牛顿 二 项 式 定理 得 
< |1 
(1 47)? 二 1 十 2) | 人 {4z| 二 1 
n= 了 2 
11 1 1 
= 人 [元 一 1j…| 二 一 4 十 1 
ee Eo 
下 之 本 22 (一 1)。z 
SS 《一 1)” 1 3-5。…。(21 一 3)， ，， 
站 pr (= 1 2 
加 Sm (一 1)1(2m 一 2)1 Wan 
= 1) 2 


ll 
Pa 


el 
了 2 


好 一 1 


1 
十 
Ms 


如 
| 
- 


H(z) = 工 一 十 [1 + i 2 x] 
-> 二 | 
从 而 得 到 原 递 推 方程 的 解 
于 = 二 |[ 22 一 
n\n——1 


下 面 考察 多 重 集 的 一 组 合 数 . 设 多 重 集 S = {oo ai,00 .az,…， 
co ai}sS 的 一 组 合 数 恰 为 方程 
TI 十 Zs 十 "十 一 了 
的 非 负 整数 解 的 个 数 , 设 这 个 数 为 a., 且 令 数 列 {a,} 的 生成 联 数 为 
Aty). 
做 磊 级 数 
人 十 y 十 十 , (8. 10) 


: 把 这 个 式 子 展开 以 后 ， 它 的 各 项 都 是 如 有 


£] x EA Z| 十 Ty 十 … 十 二 
» 


se si 4 
其 中 yn 来自 第 一 个 因 式 (1 十 y 十 > 十 …),y* 来 自 第 二 个 因 式 
(1 十 3 十 六 十 …),…,y "来 自 第 个 因 式 ( 民 十 y 十 十 …), 且 
Zuzaozt 都 是 非 负 整数 , 不 难看 出 式 8. 10 的 展开 式 中 y 的 系数 
对 应 了 方程 zz 十 x; 十 … 十 x 二 7 的 非 负 整数 解 的 个 数 , 所 以 8. 10 
式 就 是 ta.} 的 生成 函数 ACy). 而 


A(y) 一 
所 以 有 


此 
(1 二 | yy ( 见 8.9 式 )， 
2 


人 
Cr 一 。 


设 多 重 集 $ = {Ri asiaz。czy Ne» Qs} ;5 的 +- 组 合 数 ar 相 
当 于 方程 
TI 十 六 十 十 一 > 
Xi A Hi, i CO 二 1,2,°sk 
的 非 负 整数 解 的 个 数 . 设 数列 {a-} 的 生成 函数 为 4(y) ,类似 于 前 边 
的 分 析 可 以 知道 
4(?) 二 (1 十 3 十 六 十 十 十 yy 十 六 十 十 六 
十 J 十 站 十 十. 
而 4(y) 的 展 式 中 y 的 系数 a, 就 是 所 求 的 多 重 集 5 的 ~- 组 合 数 . 
【 例 8. 25〗 求 $= {3，a,4-458,5.c) 的 10- 组 合 数 . 
解 ” 设 S 的 7- 组合 数 为 a,; 则 {a,} 的 生成 函数 为 
AC(7) 二 中 十 3 十 六 十 GQ 十 3 十 十 十 1) 
十 3 十 十 玉 十 yy 十 5) 
二 中 十 2y 十 3 十 4y: 十 dy 十 3y 十 2y5 十 yy7) 
十 3 十 祝 十 十 y 十 5). 
上 式 中 y” 的 系数 为 
3 十 2 十 1 二 6， 
所 以 ai 二 6. 
【 例 8. 26〗 设 多 重 集 $ = {co .alyco ary,00 “ak)}, 求 S 的 
每 个 元 素 只 出 现 偶数 次 的 r- 组 合 数 a. 
解 ” 设 {a,} 的 生成 函数 为 4A(y), 则 


ai 1 


1 yy 
天 ee 
=1+&y + | tly [te 1 y+, 
从 而 得 到 
[ee -= 2n, 
wr 一 n n= 0,l1,**. 
0， r 二 2n 十 1， 
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到 此 为 止 , 我 们 已 经 给 出 了 多 重 集 的 x- 组 合 的 计数 方法 . 与 这 
个 问题 相关 的 另 一 个 组 合 
可 以 使 用 生成 函数 的 方法 来 求解 . 

【 例 8.273 求 方程 zi 十 zs 十 zs 一 1 的 整数 解 的 个 数 , 其 中 恩 ， 
os > 一 5. 

解 收 变 换 , 令 zx; = zx1 一 4， Za 一 工 :一 4， za 二 :一 4, 则 原 方 
程 变 成 


Xi 十 Xz 十 3 二 13， 
: TisT2 ,TIE N, 
设 该 方程 的 解 的 个 数 为 ws; 则 {a,} 的 生成 聘 数 是 
1 ~ 十 21 ， 
A | . jy， 


所 以 有 


二 105， 


an= | 


即 原 方 程 的 整数 解 有 105 个 . 
【 例 8.28】 求 不 定 方程 x 十 2x; = 15 的 非 负 整数 的 解 的 个 数 . 
解 设 方程 的 非 负 整数 解 个 数 为 a1s, 则 {a.} 的 生成 函数 
ACY) 一 (IT 十 ?十 如 十 (1L 十 如 十 只 十 …) 
1 1 
ee 


| 


1 


PR 
TT 


4(1 十 ?7) 


Ss c++Dy 十 到 2 十 寺 Sy 
7 一 0 r= 
因此 有 
二 方 (7 十 十 立 二 十 二 (一 Dr 
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二 1 + 
re 0 to 


一 般 说 来 , 令 不 定 方程 
piri pzrs tt pir =r, 8. 11) 
pi1，pz，"… ;ps 为 正 整 数 
的 非 负 整数 解 的 个 数 为 c-, 考 虑 下 面 的 函数 
Dd i he apis a eh le i it li tn 
十] 
4A(y) 的 展开 式 的 每 一 项 都 是 如 下 形式 : 
yy 3 
其 中 zc, ,x;，… ,zi 为 非 负 整 数 , 所 以 A(y) 的 展开 式 中 yy 的 系数 就 是 
方程 
Pixi 十 pars 二 … 十 prrs =r 
的 非 负 整数 解 的 个 数 .把 4(y) 变形 为 
1 


人 (1 CO— yO Oo yD) 一 疙 )” 
这 就 是 {a.} 的 生成 函数 . 
不 难看 出 当 记 = pi 二 … 二 ps 二 1 时 ,A(y) 一 5 就 是 


(1 一 y)* 
方程 zi 十 zz 十 … 十 x 二 + 的 非 负 整数 解 的 个 数 序列 {a,) 的 生成 函 
数 ， , | 
如 果 在 式 8. 11 的 不 定 方程 中 限制 某 个 xz; 的 大 小 为 m; < zi 所 ni， 
其 中 mi， ni 为 整数 , 则 在 生成 函数 A(y) 中 相应 于 z; 的 部 分 应 改写 
为 
人 

这 样 就 可 以 解决 加 了 限制 条 件 的 不 定 方程 的 整数 解 问题 , 

最 后 我 们 考虑 一 个 新 的 组 合计 数 问题 一 一 正 整 数 的 剖 分 问题 . 

所 谓 正 整数 的 剖 分 ,就 是 把 正 整 数 Y 表 成 若干 个 正 整数 之 和 ， 
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前 分 可 以 分 成 无 序 痢 分 和 有 序 衣 分 ,不 允许 重复 的 前 分 和 人 允许 重复 
的 剂 分 . 按照 上 述 的 性 质 可 将 4 的 剖 分 列 成 表 8. 1. 
训 8.1 


有 序 
4 一 4,4 一 1 十 3, 4 一 3 十 1， 
4 一 2 十 2,4 一 2 十 1 十 1， 
4 一 1 十 2 十 1 4 一 1 十 1 十 2， 
4 二 1 十 1 十 1 十 1 


先 考虑 无 序 剖 分 的 计数 问题 . 
1. 将 六 无 序 剖 分 成 正 整数 wm ,a;;… ,a,, 且 不 允许 重复 . 
这 个 问题 对 应 于 不 定 方程 
ox 十 ars 十 十 Orn 二 人 NN， 
0 和 Tl i= 1,2,,7 
的 整数 解 问题 . 令 av 表示 NN 的 前 分 方案 数 , 则 {aw) 的 生成 申 数 是 


4 二 4,4 二 1 十 3 


生 一 44 一 1 十 3， 
4 二 2 十 2， 

4 一 1 十 1 十 2， 

4 二 1 十 1 十 1 十 1 


Aty) = 《1+ y+ yl 二 y). (8. 12) 
特别 地 当 一 1 s 0 一 2 ，… ,0 二 也 时 把 这 个 生成 函数 记 作 A.(y), 
A(y) = (1 二 Oy 十 3 和)， 《8. 13) 


2. 将 六 无 序 剖 分 成 正 整数 m ,as，,… ,a,, 且 人 允许 重复 . 
这 个 问题 对 应 于 不 定 方 程 
azl 十 azrs 十 … 十 ar7o 一作， 
0< 委 Tiyizi 一 1 2，… 姑 
的 整数 解 问 题 . 令 ax 表示 NN 的 剖 分 方案 数 , 则 {an} 的 生成 函数 是 
全 全 
全 二 


ne {8.14) 
p (1 一 yiDC1 一 y2)(1 一 了 "》 


特别 地 当 w 二 lyaz 一 2 ,a, 二 n 时 把 这 个 生成 函数 记 作 CCy)， 
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已 1 
GI ly 


kK 例 8.29】 对 六 进行 无 序 的 人 允许 重复 的 任意 剖 分 , 设 放 分 方案 
数 为 PON), 求 {P(N)) 的 生成 函数 GCy)， 

解 ”这 相当 于 把 N 元 序 剖 分 成 1,2,…,n,…, 且 人 允许 重复 的 前 
分 方案 数 , 类 似 于 8.15 式 有 


Gy) = LL 


I— yl oy 

〖 例 8. 30〗 对 NN 进行 无 序 且 允许 重复 的 前 分 ,使 得 剖 分 后 的 正 
整数 都 是 奇数 , 求 这 种 剖 分 方案 数 {PoCN)} 的 生成 函数 Go(y). 

解 ” 这 是 把 入 剖 分 成 1,3,5,…, 且 人 允许 重复 的 剖 分 . 类 似 8. 14 
式 得 


1 
A 


【 例 8.31】 对 六 进行 无 序 剖 分 ,使 得 齐 分 后 的 整数 各 不 相等 ， 
求 这 种 剂 分 方案 数 {(P-CV))} 的 生成 函数 Ce(?). 
解 这 相当 于 把 N 前 分 成 1,2,…,2,，…， 但 不 允许 重复 的 剂 
分 . 类 似 于 式 8. 13 有 
Gaty) = (二 yl + yi 二 yD) 
攻 例 8.323 对 图 进行 无 序 剖 分 ,使 得 剖 分 后 的 整数 都 是 2 的 
朝 , 求 这 种 训 分 的 方法 数 {P,CV)) 的 生成 函数 G,(y). 
解 ”这 相当 于 把 六 剖 分 成 1,2,4,8,…… 但 不 允许 重复 的 剖 分 ， 
类 似 于 8. 12 式 有 
GCC) = 二 《十 (1 十 (0 十 yn. 
【 例 8.33〗】 把 NN 无 序章 分 成 1,2,…z, 人 允许 重复 且 剖 分 后 的 整 
数 中 至 少 有 一 个 x 的 剖 分 方案 数 为 P.CN), 求 {P,(N)} 的 生成 函数 
GUYy). 
解 CGy) 一 (1 十 3 十 妈 十 1 十 妈 十 天 十 ……) 
264 


十 …) 


A 
(1 Oo yO ~ yl Oo yy) 


不 难看 出 


TAD) A I yy) 


= Gy) 一 Co iCy)， 
其 中 G.(y) 对 应 于 把 六 无 序 剖 分 成 1,2,…,n 且 介 许 重复 的 方案 数 ， 
G.-1《y) 对 应 于 把 入 无 序 剖 分 成 1,2,…,n 一 1 且 人 允许 重复 的 方案 
数 . 

关于 POCN) ,PsN),P,(N) 与 P(N) 有 以 下 的 定理 . 

定理 8.8 对 一 切 N 有 PCN) = PsN). 

证 ”只 须 证 明 它 们 对 应 的 生成 函数 相等 就 可 以 了 . 

Galy) =(1 二 y+ yl + 


se A 1—y 
加 1 
《1 一 3 人 (1 一 务 )C1 一 站) 
=Goly). | 
定理 8.9 对 一 切 N 有 PCN) = 1. 
证 Gy) = 二 十) 十 yD 十 yD): 


li—y 1l—y: 1— yt 
1 
l—y 
= yy 
从 而 有 PCN) = 1. 


定理 8. 9 说 明 任 何 一 个 十 进 制 的 正 整数 N 可 以 唯一 地 表 成 一 个 
二 进 制 数 ,而 这 正 是 计算 机 能 够 工作 的 基础 ， 
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定理 8.10 对 一 切 N 有 有 PCN) < 之 eV™. 
证 ”由 {PCN)}) 的 生成 函数 


ES 
CI a 


得 

InG(y) =— int oY) ln y)— ln y)—'", 
而 

2 3 
RS ed se pe 
从 而 
yy CS 2 ps 如 
lnG(y) 一 |y 十 性 十 等 十 ]+ | 过 十 半 十 | 


一 (Gy 十 六 十 六 十 十 吝 ( 十 六 十 十 …') 
十 计 ( 咖 十 加 十 罗 十 十 


0 
下 由 


先 看 1 之, 当 0<<y><<1 时 有 
yy 人 yl1， 


所 以 有 
A 2 和 一 了 
i 
印 
n— <1 
1 十 十 十 十 yn 
从 而 有 


EN ES 


1 一 多 1 一 ?》 1 十 y 十 十 十 y 
把 以 上 结果 代入 式 四 得 


人 
= 这 (+ 去 十 过 十 … ]. 
由 于 


二 1 


1 十 赤 十 过 十 ， “<1+| Bdr=2, 


lnGCy) = [aa 


了 
又 因为 
PCN) < GCy), 
所 以 
InPON) + Nlny < lnG(y) < 了 
即 


InPON) < TE Noy — Ts + NC Iny). 
当 0<> 近 1 时 有 
一 ny 于 二 二 1 = 二 一 2， 
J > > 


因此 


InP(N) < TN 


Ns 
- 斋 一 ,代入 上 式 得 


InP(Ny ~ 3~vVN, 
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P(N) <e ~ . |] 
定理 8.11 当 N 守 2 时 有 
2 1 去 PCN)， 
其 中 [MNJ 是 小 于 等 于 MN 的 最 大 整数 . 
证 令 S = {1,2,…,[MNjJ}. 任 取 5 的 一 个 r+ 子 集 H(0 志 r+ 
之 [VNJ 有 DD), 都 可 以 确定 入 的 一 个 前 分 .车 电 二 名, 令 和 N= NN. 若 
吾 关 人, 设 蝇 一 (a1yas，…,4,), 易 见 
十 as 十 …… 十 ar 委 1 二 2 十 … 十 [VN] 扫 [AN] 委 和 ， 
因此 
NM 一 al 十 ia 十 … 十 ar 十 (CN 一 6 一 Ga 一 一 Gr) 
是 五 所 确定 的 前 分 ,不 难 证 明 当 N 之 2 时 ,不 同 的 子 集 五 所 确定 的 
剖 分 也 不 相同 .S 的 不 同 子 集 个 数 为 25~“ 1, 因此 得 到 
2 R11 P(N), N> 2. 上 
定理 8.10 和 8.11 分 别 给 出 当 对 六 进 行 无 序 的 允许 重复 的 任意 
剂 分 时 剂 分 方案 数 PCN) 的 上 界 和 下 界 . 
关于 无 序 前 分 问题 我 们 已 经 得 到 了 许多 的 结果 . 下 面 考虑 一 个 
新 的 无 序 间 分 的 问题 . 如 果 要 求 把 N 正好 无 序 剖 分 成 个 正 整 数 之 
和 人 < 扫 r, 且 允许 重复 ,那么 前 分 方案 数 是 多 少 ?我 们 采用 组 合 对 应 
的 方法 来 求解 . 
定理 8.12 设 PCV) 表示 把 N 正好 无 序 剖 分 成 上 CE< 委 站 个 部 
分 并 且 在 谢 分 中 允许 重复 的 方案 数 , 设 P.CV) 表示 把 N 无 序 前 分 成 
不 大 于 7 的 正 整 数 且 人 允许 重复 的 方案 数 , 则 有 
P(N) = P,CN). 
证 设 
六 = 一 wm 十 oa 十 … 十 只 
是 任意 的 无 序 剖 分 , 且 满 足 > ay 之 "之 我 们 构造 一 个 图 ， 惠 做 
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该 剖 分 的 Ferrers 图 . 对 应 于 m ,在 图 的 第 一 列 向 土 放 om 个 圆 点 ,对 应 
于 ,在 图 的 第 二 列 向 上 放 个 圆 点 ,… ,对 应 于 ,在 图 的 第 六 列 向 
上 放 个 圆 点 . 例如 齐 分 这 
18 一 5 十 3 十 3 十 3 十 2 十 2 

的 Ferrers 图 如 图 8. 4 所 示 . 

不 难看 出 Ferrers 图 有 以 下 特点 : 

1. 如 果 点 (i, 7) 在 图 上 , 则 :之 0， 
了 之 0. 

2. 如 果 点 Gi, j) 在 图 上 , 则 对 于 任意 
的 非 负 整数 ”7 ,满足 0 委 ” 委 10 委 委 7 有 (人 ,7) 点 也 在 图 上 . 

3， 把 一 个 Ferrers 图 沿 y 一 工 直线 翻转 180" 得 到 的 是 另 一 个 前 
分 的 Ferrers 图 ,我 们 称 这 两 个 关于 y= 二 工 直 线 成 对 称 分 布 的 Ferrers 
图 是 共 辆 的 ,相应 的 两 个 训 分 也 叫做 共 斩 的 剖 分 . 

对 于 六 的 一 个 允许 重复 的 无 序 训 分 ,如 果 衣 分 成 怡 好 & 个 正 整 
数 之 和 (< 委 ”), 则 它 的 Ferrers 图 至 多 7r 列 . 而 它 的 共 连 Ferrers 图 中 
每 列 至 多 r 个 点 , 即 共 亏 剂 分 正好 是 把 N 无 序章 分 成 不 大 于 + 的 正 整 
数 且 允许 重复 的 一 种 方案 .反之 也 同样 成 立 .所 以 P1(N) = P,CN). 

前 

前 边 已 经 对 P.CN) 的 生成 函数 作 了 介绍 ,有 了 P-CV) ,根据 这 
个 定理 也 就 得 到 了 Pi CN)， 

【 例 8. 34〗 求 把 6 无 序 剖 分 成 xC& 二 3) 个 部 分 且 人 允许 重 复 的 
方案 数 . 

解 ”考虑 将 6 无 序 训 分 成 不 大 于 3 的 正 整 数 且 允许 重复 的 方案 
数 Pa:(6). 相应 的 生成 函数 是 

CCy)》 一 人 十 ?十 窜 十 CE 十 欠 十 兴 十 …) 
《人 1 十 入 十 交 十 …) 
一 人 1 十 yy 十 2 和 十 2 和 十 3 办 十 3% 十 438 十 …) 
(1 十 曙 十 天 十 …) 
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二 1] 十 y 十 2y? 十 3y ?十 4y: 十 5x 十 7 十 …*. 
展开 式 中 y’ 的 系数 是 7, 即 P346) = 7. 由 定理 8. 12, 把 6 无 序 剖 分 成 
至 多 3 个 部 分 的 允许 重复 的 方案 数 是 7. 列 出 这 7 种 方案 如 下 ; 
| 6 一 6,6 一 5 十 1:;6 一 4 十 2 6 一 3 十 3， 
6 一 2 十 2 十 2,6 一 4 十 1 十 1 6 一 3 十 2 十 1. 
关于 无 序 剖 分 的 问题 就 讨论 到 这 里 . 下 面 的 定理 是 关于 有 序章 
分 阅 题 的 . 
定理 8.13 ”把 N 有 序 训 分 成 ~ 个 部 分 且 人 允许 重复 的 方案 数 是 
加 一 
rl 
证 ” 设 N 的 有 序 剖 分 基 
人 一 al 十 as 十 … 十 ww- 
建立 序列 51,S;,…,S,, 使 得 
S1 一 a, 


Sa: 二 a 十 az， 


S- 一 al 十 as 十 … 十 如一 和信 . 
易 见 0 过 Si 过 5; 过 … 之 5S, = 二 入, 且 对 任意 的 i = 1,2,…,r 一 1 有 
S;E€ {1,2,-…,N 一 1}). 上 友之 ;任意 给 定 一 个 序列 S1,S;,*…,S,-_1s 满 足 
0 SS N ,就 可 以 唯一 地 确定 正 整数 Ql sz 
a,; 从 而 得 到 N 的 一 个 有 序 剖 分 . 所 以 把 NX 有 序 训 分 成 > 个 部 分 的 方 
案 数 等 于 从 集合 {1,2,… ,NN 一 1) 中 选取 7 一 1 个 数 Si,S2 "Sr 
的 方法 数 , 即 [一 |. 
推论 ”把 进行 任意 的 允许 重复 的 有 序 剂 分 的 方案 数 是 

"alN— 1)- 2N—1, 


2 rm 


ral 


证 ”将 NN 的 有 序章 分 按 剂 分 成 的 部 分 数 7 进行 分 类 ,r = 1,2， 
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…,N. 根据 加 法 法 则 和 定理 8. 13, 剖 分 方案 数 是 羽 | > 一， | ,而 由 
二 项 式 定理 的 推论 (7.4 式 ) 得 3 [让 1 一 2 ' 
r=1 

最 后 我 们 讨论 关于 N 的 不 允许 重复 的 有 序 齐 分 问题. 根据 前 面 
的 分 析 . 我 们 已 经 得 到 了 关于 N 的 不 允许 重复 的 无 序 剖 分 问题 的 生 
成 函数 ( 例 8, 31). 针对 每 一 种 无 序 剖 分 的 方案 ,将 各 个 剖 成 的 部 分 
进行 排列 ,就 得 到 所 有 的 有 序 前 分 的 方案 了 ,显然 这 种 前 分 也 是 不 多 
许 重复 的 齐 分 ， 


§ 8.5 ”指数 生成 函数 与 多 重 集 的 排列 问题 


定义 8.7 设 AoA1r""" Un 是 一 个 数列 ,; 它 的 指数 生成 辆 数 记 作 
A.(r) * 且 


六 2 
f 例 8. 351 求 以 下 数列 {a,),{5.), tc,) 的 指数 生成 函数 4.(z)， 
B.Cx) 和 Coz). 
(1) a, 一 Plm,n)，m 为 给 定 正 整 数 ; 
(2) 5 = 1; 
(3) es 二 如 ,上 为 给 定常 数 . 
解 〈1) A.(z) = Pomn) 寺 一 DCmm)r = + 


性 :站 


(2) BCz) = D1 和 
n=0 


(3) C.(7) 一 2 2 一 2 ee 一 ef. 

下 面 考虑 指数 生成 函数 的 性 质 . 

定理 8. 14” 设 数列 {as},{5。} 的 指数 生成 函数 分 别 为 4.Cz) 和 
B.(z), 则 
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4.(Z) 多 B.(x) 一 D2 3 


其 中 
cx — Da 
证 
> =A.(z) . B.(z) 
二 2 其 。 2 z. 
Pm z" 的 系数 得 
- 疡 多 Gn gr = 它 ice- 
We os 
从 而 有 
Cn 一 > aa 


〖 例 8. 36〗 设 {ta,) 是 一 个 数列 ,如果 
ed 好 
已 一 ps |” 


则 av 一 > Ds. 
证 ” 设 {( 一 1)"a.} ty 《zx); 则 
4.(Cz) = 5S (= 
上 式 两 边 同 时 乘 以 得 。 


ce Az) = el 和 (一 Dra。 对] 


n 二 0 


Ui» 
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1 
一 >， | 《一 | a 《根据 定理 8. 14) 
ED 天 一 
eo x" 
一 之 /和 2 一 B.(x) 
所 以 有 
> De = 
= er. B,(r) 
Si 
二 之 | | (一 D6]. 
比较 上 式 两 边 zx" 的 系数 得 
《一 1)"a, 一 > (一 Ds") 
f=0 天 
uy Ds, 
从 而 有 


£0 


我 们 可 以 把 a. 与 包 之 间 互 道 的 两 个 公式 看 作 是 一 种 组 合 变换 . 
可 以 通过 组 合 变换 的 方法 来 证 明 组 合 恒等式 . 
£ 例 8. 37 了 了 证明 


ET 
2 £ 天 


|” 二 二 
人 天 + 十)== a 
证 令 m 二 0,04 一 一 十 ,一 1,2,…， 
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Cuy 7 之]1， 


加 一 0, 机 一 》( 一 wl” 
t=1 


k 
则 有 
b= De la (n> 1) 
+ 二 1 
i "| 二 
他 1) [ 站 
=1 十 二 十 十 十 … 十 直 (参考 习题 七 ,30(4)). 
根据 例 8. 36 有 
an 一 >,(— |) 
上 上 一 1 大 
RN 1 1 工 1 
= 1) “1 十 去 十 到 二 4 


Ee n 1 1 1 1 
D+ 二 + 二 汪 ) 一 一 十 上 


利用 生 戒 郑 数 已 经 解决 了 多 重 集 S 一 (ma alyna a2, ne" ax) 
的 一 组 合 问题 . 而 利用 指数 生成 函数 可 以 解决 多 重 集 的 r- 排列 问 
题 . 

定理 8. 15 设 多 重 集 S = {ni “Qi Q25 HE" GF). 对 任意 的 
非 久 整数 7, 令 a, 为 S 的 r- 排列 数 , 设 数列 {a.} 的 指数 生成 函数 为 
A.CT), 则 

hu(z) = fo fi fz), 

其 中 


i 
f(z) =1+trt+ art + i 12.."k. 


证 考察 4.(z) 的 展开 式 中 zx’ 的 项 , 它 一 定 是 下 面 这 种 项 之 
各 : 


mm 1 ™ 
1 工 2 上 
ml 21 met” 


其 中 
721 十 az 十 … 十 zt 一 7 
Om 人 ni 二 1,2,.".,k. 
而 这 种 项 又 可 以 写作 
mt tm 


r! 到 


mlmalonm! 321177221 2 大 人 


所 以 在 A.(x) 的 展 式 中 到 的 系数 是 


rl 
2 = > | 1” 
721 17722 1 “22 


其 中 求 和 是 对 方程 “ 


21 十 zzz 十 … 十 zzzk 一 了 
Mm: < 2 中 
的 一 切 非 负 整 数 解 来 求 . 另 一 方面 ， 
rl! 


P21 12 1 2722 1 
就 是 S 的 > 元 子 集 {mm ”aimz，Q2,"* PA“ ar} 的 全 排列 数 . 如 果 对 | 
所 有 满足 加 式 的 rr,m2，… ,mi 求 和 ,就 是 5 的 所 有 > 元 子 集 的 排列 


数 , 即 S 的 排列 数 . 所 以 4.Cz) 的 展开 式 中 二 的 系数 4, 就 是 多 重 
集 3 的 +- 排列 数 . 

考虑 多 重 集 5 = {coal,00 az co a4} ,由 这 个 定理 可 以 知 
道 当 ;是 oo 的 时 候 ,i 一 1,2,…,&, 有 


Zz? 


fz) 二 1 十 ZX 十 21 


十 "二 CT 
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从 而 得 到 
A(X) =(e): me” 


kz2 2 二 
一 ] t+ kz 二 gi 十 … 十 于 十。 
1 r! 


因此 5 的 r- 排列 数 是 六 ,与 定理 7.4 的 结果 一 致 . 
f 例 8.38】 求 S$= {2 a,3:5} 的 4- 排列 数 . 
解 ” 设 5 的 4- 排列 数 为 a,, 则 {a.} 的 指数 生成 函数 是 


A.(z) 一 [1+z 十 匣 ] [1 二 +z 十 苗 十 车 


=-1 十 2z 十 4. 和 二 7 -区 十 10- 基 十 10. 到 ， 
因此 有 a 二 10. 列 出 这 10 个 4- 排 列 如 下 : 
aabb, abab, abba, baab, baba, 
bbaa, abbb, babb, bbab, bbba. 
【 例 8.39】 设 多 重 集 S = {co0 «Qi,00 “as,*… ,00。as), 若 要 求 
在 S 的 wn- 排列 中 每 种 元 素 至 少 出 现 一 次 , 求 5S 的 这 种 n- 排列 数 . 
解 设 所 求 的 = 排列 数 为 a,, 则 {a。} 的 指数 生成 函数 是 
4.(z) = [> 十 和 十 一 《er 一 1)*, 
所 以 


nl 
2 > 712117722 1 2I241 ” 

其 中 求 和 是 对 方程 mi 十 zs 十 … 十 mz 二 x 的 一 切 正 整 数 解 来 求 . 

例 8. 40〗 用 红 、 白 、 蓝 三 色 涂 色 1 x n 的 方 格 ,每 个 方 格 只 能 
涂 一 种 颜色 ,如 果 要 求偶 数 个 方 格 要 涂 成 白色 , 问 有 多 少 种 涂 色 方 
案 ? 

解 ” 设 a 表示 涂 色 方案 数 , 定 义 ao。 = 1, 又 设 多 重 集 5 = 
{ce - 尺 ,co -Woo B}, 其 中 尺 代表 红色 ,W 代表 白色 ,B 代表 蓝 
色 , 则 涂 色 方案 数 a, 就 是 S 的 含有 偶数 个 殉 的 -排列 数 . (aa} 的 指 
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数 生成 函数 为 
4z) 一 [1 十 车 二 天 + [1 十 z 十 拓 二 于 十 … 


2 


所 以 


这 个 问题 也 可 以 用 递 推 方程 的 方法 求解 ,根据 题 意 列 出 递 推广 
程 如 下 : 
Gs = Zarn_ 1 十 3 1 一 a1, 
名 = 1. 
即 
| i 
do 二 |. 
该 方程 的 特 解 设 为 P . 3" ,代入 解 得 P = 孔 , 从 而 得 到 该 方程 的 通 
解 是 
汪 


“| 十 >， 


代入 初 值得 c 一 去 ,因此 有 a. 一 并 1 . 
§8.6 Catalan 数 与 Stirling 数 


给 定 一 个 平面 点 集 天 ,如 果 对 天 中 任意 两 点 如 和 9, 连 接 户 和 9 
的 线段 上 的 所 有 的 点 都 在 下 中 , 则 称 点 集 是 凸 的 . 
设 及 是 一 个 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 ,用 n 一 3 条 不 在 内 部 相交 的 
对 角 线 把 RR 分 成 4 一 2 个 三 角形 . 求 有 多 少 种 不 同 的 分 法 ? 
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令 六 表示 分 一 个 了 十 1 条 边 的 凸 和 多边形 
为 三 角形 的 方法 数 . 定义 六 二 1. 当 n = 二 2 时 ， 
n 十 1 边 形 就 是 三 角形 ,所 以 有 二 1. 当 n 守 3 
时 ,考虑 一 个 有 = 十 1 之 4 杀 边 的 凸 多 边 形 区 
域 R. 如 图 8.5 所 示 , 任 取 和 多 边 形 的 一 条 边 a,a 
的 两 个 端点 记 作 4 ,4 以 a 为 一 条 边 ,以 多 
边 形 的 任 一 端点 Airtk = 二 1,2,"…,n 一 1) 与 
4i,4.+; 的 连 线 为 两 条 边 构 成 三 角形 T. 了 把 0 
尺 分 割 成 R, 和 民 : 两 部 分 .只 ; 为 上 十 1 边 形 ,R, 为 n 一 上 十 1 边 形 ， 
因此 R, 可 以 用 加 种 方法 来 划分 ,R: 可 以 用 六- 种 方法 来 划分 . 这 就 
得 到 下 面 的 递 推 方程 


De 
J- = Dh 之 2， 


4 一 1 《8. 16) 
hl = 1. 


1 
h, 二 一 


我 们 称 h. 为 Catalan 数 . 

Catalan 数 在 组 合计 数 问 题 中 经 常 出 现 ,下面 给 出 一 些 例 子 . 

在 第 七 章 我 们 讨论 了 从 (0,0) 点 到 (Cam) 点 的 非 降 路 径 问 题 ,其 
中 从 (0,0) 点 到 Can) 点 除 端 点 外 不 接触 对 角 线 的 非 降 路 径 数 是 


2 | 2n 2 | ,而 对 角 线 一 侧 的 非 降 路 径 数 恰好 是 士 | 2" 一 2] ,是 第 


n\nli na—l1l’ 
nn 个 Catalan 数 甩 .类 似 地 ,不 穿 过 对 角 线 的 从 (0,0) 点 到 n,n) 点 的 
非 降 路 径 数 是 一 2 一 | ”|, 其 中 在 对 角 线 一 向 的 路 径 数 是 


n li\n 
1 2n 
re ,这 是 第 nn 十 1 个 Catalan 数 hi. 


寺 个 数 相 乘 , 不 改变 它们 的 位 置 , 只 用 括号 表示 不 同 的 相 乘 顺 
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| 


如 一 】 


序 , 问 可 以 构成 多 少 个 不 同 的 乘积 ? 
令 G, 表示 所 求 的 乘积 个 数 ,那么 有 


人 至 SoG. 2 之 2， 


业 一 1 


Ci 一 1]， 
这 个 递 推 方程 与 8. 16 式 完全 一 样 ,所 以 
1/i2x—2 
Gs = + mn—1 | 


是 第 ”个 Catalan 数 . 当 ”一 4 时 ,G, 一 十 | 6] =- 5, 这 5 种 乘积 列 出 
来 就 是 ， 
《kalaz)as)as)，((al(azsas))as)，(C(aiaz)(asas))， 
(lallastasas})), (a (a203 a )). 


下 面 考虑 Stirling 数 . 
设 有 多 项 式 
X(T 1)r 2)(r—n 二 1), 
它 的 展开 式 形 如 
So 一 So 1 十 so oa 2 一 


不 考虑 各 项 系数 的 符号 ,将 zx 的 系数 的 绝对 值 * 局 作 [。 ] , 则 上 面 的 

展开 式 可 写作 
[= 

称 [ ”| ,| ，”],…,[ ?这些 数 为 第 一 娄 Stirling 数 。 


7 一 1 


第 一 类 Stirling 数 具有 下 面 的 性 质 . 
1. bs 0， [*]= Ga 一 1)1， 说 二 1， [, ,|= 人 
证 [9 | 为 ze 的 系数 , 即 多 项 式 中 的 常数 项 ,显然 为 0 
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[ ] 为 = 项 的 系数 ,z 一 ,Cz 一 2)，(Cz 一 = 十 1) 各 因 式 在 相 
乘 时 分 别 贡 献 负数 一 1, 一 2,…, 一 (n 一 1) ,从 而 得 到 x 项. 不 考虑 
这 些 数 的 符号 ,它们 的 积 是 (x 一 D1, 所 以 [”|= (x 一 D+. 


[|] 是 zz 的 系数 ,显然 为 1. 


be = | 是 "1 的 系数 ,为 了 得 到 xz"!, 个 因 式 中 只 能 有 一 个 
因 式 贡献 常数 ,由 加 法 法 则 这 些 常数 的 总 和 为 
(一 1》 十 《一 2) 十 … 十 [一 (x — D1-— el, 


因此 
Tea 人 
2. 第 一 类 Stirling 数 满 足下 面 的 递 推 方程 ， 
=a- 7 rj *>r>1. 


i 


证 ” 考 霸 多 项 式 
zr 1) (rn 2) 


ee de 
上 式 两 边 同 乘 以 (x 十 1 得 
TXT (zn 1) | 
=| [= 一] 一 让 "2 十 。 ee 


nO—1 n—2 


即 


| ee te 
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ee ee 


一 《2 一 D[ 7” | 十 《2 一 Dl”— 2 er 


Fa- Dl” + jz 


比较 上 式 两 边 x" 的 系数 得 
= -v7 + [1]. ! 
8. 17 式 与 第 七 章 学 过 的 ha 
Pascal 公式 非常 相似 ,仿照 杨 ”| 
辉 三 角形 ,我 们 也 可 以 构造 关 一 Ee 
于 第 一 类 Stirling 数 的 三 角 ，， 
形 . 请 看 图 8. 6， 
et / 3 
中-s-p[9+ ga 
全 国定 可 大 A 
35 一 4X6 十 11. n—5 24 50 CO 
3， 第 一 类 Stirling 数 对 
应 的 组 合 问 题 . ee 


设 5, 是 元 对 称 群 , 则 5, 中 含有 7 个 不 相交 轮换 的 置换 从 为 
[”] 个 . 证明 如 下 : 


假设 S. 中 含有 + 个 不 相交 轮换 的 置换 是 (*) 个 . 这 种 置换 可 以 

从 S。: 中 的 含有 + 一 1 个 或 者 7 个 不 相交 轮换 的 置换 通过 加 入 文字 

来 构成 .如 果 5。; 中 的 置换 含有 + 一 1 轮换 ,那么 加 入 (n) 后 就 得 到 

S, 中 恰 含 r 个 不 相交 轮换 的 置换 . 如 果 S。, 中 的 置换 含有 r 个 不 相交 
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的 轮换 ,那么 必须 将 = 加 入 其 中 的 某 个 轮换 之 中 ,加 入 的 方法 为 ”一 
1 种 . 从 而 得 到 以 下 的 递 推 方程 


= + DD ), 
人 一 0， (1) = (nm 一 1)1. 
这 就 是 第 一 类 Stirling 数 的 递 推 方程 .所 以 有 
= 
根据 以 上 分 析 不 难得 到 一 个 关于 第 一 类 Stirling 数 的 恒等式 
B= 


r==l 


因为 等 式 左 边 和 右边 都 是 5, 中 的 置换 总 数 . 
下 面 考虑 第 二 类 Stirling 数 , 先 给 出 有 关 的 定义 . 
把 二 个 不 同 的 球 放 到 -个 相同 的 盒子 里 ,假设 没有 空 盒 , 则 放 球 


方案 数 记 作 |” | , 称 为 第 二 类 Stirling 数 . 


例如 a,56,c,d 四 个 球 , 放 到 两 个 盒子 里 ,不 允许 有 空 盒 , 则 放 球 
的 方案 有 以 下 7 种 ， 
albcd, blacd, clabd, dlabc, ablcd, aclbd, adlic. 


wu- 
第 二 类 Stirling 数 具有 下 面 的 性 质 . 
lo) so fe 王 5 
ae 
证 没有 盒子 ,当然 谈 不 到 放 法 ,所 以 | | 一 
把 ， 个 不 同 的 球 放 到 一 个 盒子 里 只 有 一 种 放 法 ,所 以 人 "| 一 
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把 个 不 同 的 球 恰好 放 入 两 个 相同 的 盒子 里 ,我 们 先 任意 放 一 
个 妹 ,比如 说 是 a, 把 它 放 到 一 个 盒子 里 .对 于 剩 下 的 一 1 个 球 ,每 
个 球 可 以 有 两 种 选择 ,与 a。 间 在 一 个 盒子 里 或 不 与 a, 同 在 一 个 盒子 
里 ,由 乘法 法 则 有 2: 种 放 法 . 但 其 中 有 一 种 放 法 ,就 是 一 1 个 球 都 
与 a, 同 放 在 一 个 盒子 里 的 放 法 不 符合 要 求 ,所 以 ("| 一 2-: 一 1. 

要 把 个 不 同 的 球 正好 放 到 一 1 个 相同 的 盒子 里 ,那么 必须 有 
一 个 僵 子 放 两 个 球 . 这 两 个 球 要 从 个 球 中 选取 ,有 | ”| 种 选 法 ,所 
| _in 
全 1， 二 人 | 疗 | | 

” 个 不 同 的 球 放 到 * 个 相同 的 金子 星 , 不 允许 空 盒 ,只 有 一 种 放 


法 ,就 是 每 个 金子 一 个 球 ,所 以 有 { 人 | 一 1 1 
2. 第 二 类 Stirling 数 满足 下 面 的 递 推 方程， 
(= + (1), xz > 之 1，(8.18) 


r rl 


证 ”要 把 个 不 同 的 球 恰好 放 入 + 个 盒子 , 先 取 一 个 妹 ,比如 说 
是 <., 然 后 把 所 有 的 放 法 分 成 两 区， 

a 单独 放 在 一 个 盒子 里 , 放 法 为 {” 一 1 种 . 

a. 不 是 单独 放 在 一 个 盒子 里 ,可 以 先 把 其 余 的 一 1 个 球 放 到 7 


个 盒子 里 ,有 {”。! 种 放 法 .对 于 其 中 的 任何 一 种 放 法 ,加 入 a, 的 


方法 有 种 ,由 乘法 法 则 , 放 球 的 方法 数 是 |” !). 


根据 加 法 法 则 ,等 式 成 立 . 

把 这 个 性 质 与 第 一 类 Stirling 数 的 性 质 2 对 比 , 也 可 以 构造 出 关 
于 第 二 类 Stirling 数 的 三 角形 . 请 看 图 8. 7. 

例如 


r 
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四 -从 天 


在 图 上 就 是 NE WA i 


,7 二 2 
25 一 3X6 十 7. 全 和 
3. 关于 放 球 问题 的 某 些 "2 1 1 -3 
结果 . ,Ye 
(1) n 个 不 同 的 球 放 到 mm "3 1 3 1 r=4 
个 相同 的 盒子 里 , 允许 空 使， (WY 
则 放 球 方法 数 是 a i 
nal fn 人 
{2}+ t+ 可 和民 人 n=5 1 15 10 1 
证 ”对 任何 正 整 数 &， 图 8.7 


1 <4 志 m, 人 3) 计数 了 个 


不 同 的 球 恰好 放 入 个 相同 的 盒子 的 放 法 ,对 大 求 和 以 后 就 得 到 ?个 
不 同 的 球 放 到 mx 个 相同 的 盒子 且 人 允许 空 盒 的 放 法 数 . 和 
(2) 2 个 不 同 的 球 恰 好 放 到 靖 个 不 同 的 盒子 蛙 , 则 放 球 方法 数 是 


mm! . 
证 ”如 果 盒 子 不 编号 ,那么 个 不 同 的 球 正好 放 到 mm 个 盒子 里 
的 方法 数 是 ( ” .对 于 其 中 的 每 一 种 放 法 ,盒子 有 w! 种 编号 的 方法 . 


4 
由 乘法 法 则 ,所 求 的 放 法 数 是 m1 和]. ' 
下 面 从 另 一 个 角 齐 米 考 退 这 个 问题 .将 x 个 不 同 的 球 放 入 mw 个 
不 同 的 盒子 ,使 得 第 一 个 盒子 含有 mu 个 球 ,第 二 个 盒子 含有 症 个 球 ， 
…, 第 四 个 金子 含有 mu 个 球 ,其 中 加 ,n2,… ,nn 是 正 整 数 , 则 这 样 的 


放 法 有 | 。，。”..。] 种 . 如 果 对 所 有 满足 方程 mm 十 二 十 … 十 nn 一 


好 mm 
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的 一 切 正 整 数 解 坟 ,22,…,n, 求 和 , 即 可 | ”| , 则 计数 了 个 


nl Fo" Fn 


不 同 的 球 恰好 放 入 m 个 不 同 的 盒子 的 放 法 . 从 而 得 到 下 面 的 等 式 
之 nl 开 2 "和 二 全 | 


其 中 求 和 是 对 方程 zj 十 ma 十 … 十 nm 二 的 一 切 正 整数 解 来 求 . 
C3) 个 不 同 的 球 放 到 mm 个 不 同 的 盒子 里 ,允许 空 盒 , 则 放 球 的 
方法 数 是 


站 人 + 全 全 ar 人 人 he 


证 ”对 于 任意 的 正 整 数 , 1 < 之 m，[ ”| 表示 从 澡 个 盒子 


nn 


中 选 出 个 盒子 的 方法 数 ,而 (”} .1 则 表示 把 个 不 同 的 球 放 到 这 


大 个 不 同 的 盒子 的 放 法 数 . 根据 乘法 法 则 ,| | ”) . 大: 就 是 把 个 不 


同 的 球 恰好 放 入 m 个 不 同 的 盒子 里 的 大 个 盒子 的 放 法 数 . 当 对 求 
和 后 就 得 到 个 不 同 的 球 放 到 m 个 不 同 的 盒子 且 人 允许 空 愈 的 放 法 
数 . 四 

如 果 从 另 一 个 角度 来 考虑 这 个 组 合计 数 问题 .* 个 球 中 的 每 个 
球 都 有 m 种 选择 ,由 习 法 法 则 ,n 个 不 同 的 球 放 到 m 个 不 同 的 盒子 且 
允许 空 盒 的 放 法 为 mw" 种 ,从 而 得 到 下 面 的 等 式 . 


“一 [全 -+ 国人 


表 8.2 给 出 了 有 关 n 个 球 放 到 m 个 盒子 的 各 种 不 同 条 件 下 放 球 
方法 数 的 结果 . 

eh 
a ee 


证 明 ”等 式 左 边 计数 了 ?= 十 1 个 不 同 的 球 放 到 7 个 相同 的 盒子 
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且 不 存在 空 盒 的 放 球 方法 数 . 对 于 其 中 的 任意 一 种 放 法 , 拿 出 包含 球 
an+! 的 盒子 ,就 得 到 至 多 ?个 球 放 到 -~ 一 1 个 相同 的 盒子 旦 不 存在 空 
盒 的 一 种 放 法 . 


考虑 等 式 右边 , 对 于 任意 的 正 整数 &,0<<4<n， | ”| 表示 从 个 
不 同 的 球 中 任 取 个 球 的 选 法 数 . 对 于 其 中 的 任何 一 种 选 法 ,将 这 下 
个 球 恰 好 放 到 > 一 1 个 相同 的 盒子 的 放 法 有 {，^ | 种 ,所 以 


Ra 1 ) 表 示 从 个 不 同 的 球 中 取 x 个 恰好 放 到 7 一 1 个 相同 的 


盒子 的 放 法 数 . 如 果 对 志 求 和 ， 就 得 到 至 多 = 个 不 同 的 球 恰好 放 到 
r 一 1 个 相同 的 合子 的 放 法 数 ,因此 等 式 成 立 . a 
表 8.2 


球 是 否 | 盒 子 是 是 否 允 
到 本 本 | re 


se n 和 it 个 部 分 (t 过 
| 药方 法 数 


[2 将 ”恰好 齐 分 成 闪 个 有 序 
否 [| 的 部 分 且 允 许 重 复 的 方 
法 数 


方程 Z 十 zo 十 十 工 


三 4 的 非 负 整数 解 的 个 数 
i Ee 
第 二 类 Stirling 数 性 
是 | 百 | 是 
第 二 类 Stirling 数 性 
a -a 
第 二 类 Stirling 数 性 
| 是 | | ~ | 


5. 考虑 第 二 类 Stirling 数 的 指数 生成 沙 数 . 首先 我 们 注意 到 


一 D"=|z=+ 于 + = 闵 o 工 ， © 
| m= 
其 中 
nl 
Oe 之 nl Mt2 1 


求 和 是 对 方程 六 十 ma 十 … 十 nm 二 7 的 一 切 正 整数 解 来 求 .根据 第 
-二 类 Stirling 数 的 人 性质 3(2) 有 


加 | 0 nm 
Da ct 
将 这 个 结果 代入 四 式 得 

ce 
可 以 近似 地 将 (e” 一 1)" 看 成 { ”| 的 指数 生成 函数 ,只 不 过 相差 


5 倍 轩 了 ,用 二 项 式 定 理 将 (es 一 1)” 展 开 得 
《e” 一 1)" 


_|ln mr ne m1)x 
=|”)e 1 
2 《Cm 一 22z -ws 一 1)” “| 
机 a 
”2 
-+ 
2 t 


- (1+ ee+ 如 二 


m 
ni— 2 


+| (1+ 各 二 Tt 


Ee 


比较 上 式 两 边区 的 系数 得 


oa 人 (一 We jn — 1 


ni 1 1 
ee 
从 而 得 到 关于 { ”| 的 恒等式 


纪 )= 去 [3)m (og ,| Cm — 1 
| 


通过 这 个 恒等式 也 可 以 计算 { |. 例如 


(5}= 去 [[ 下 到 [ 引 5]- 六 (32 一 2) 一 15， 


-#0 
习 题 八 


1, 设 Fr) 是 Fibonacci 数 , 计 算 
fC 一 1) 十 FD 一 … 十 【一 32270z)， 
2. 证 项 以 下 关于 Fibonacei 数 的 恒等式 
(1) fra Oo— 1) + fn) = fl2n); 
(2) fr) oe fant DD— fon om 1) fn om 2) = f(2n); 
(3) fa) 十 天 人 十 1) 一 大 (一 1) 一 (3n + 2). 
3. 设 f(rn) 是 Fibonacci 数 ， 3 
(1) 证 明 jz) -fa 十 2) 一 产 人 十 1) 一 十 1; 
(2) 当 # 是 什么 值 时 ,等 式 右 边 是 1? 当 有 是 什么 值 时 ,等 式 右 边 是 一 1? 
4 设 级 数 { 五 小 满足 H'=a, H,;= 6, 有 H H,r: = Hr 二 瑟 ,, 求 五 
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5. 已 知 40 二 0; ai 一 1, az 一 4， as 一 12 满 足 递 推 方程 c. 十 cias -lt 十 czcs 
a 0, 求 | 和 C2v 


6. 求解 递 推 方 程 ， 
《TD) 区 一 7a。 1l 十 12a -一 0， 
如 一 4 2 一 6i 


{2) ae 十 dr-z 二 0， 
人 = 0, 4 一 2 
(3) 性 十 6a_ 1l 十 90n-z 二 3， 
Co 一 0，41 一 1 
(4) aa 一 3a- 十 2a.-> 一 1， 
这 = 4, al = 6 
(5) 他 一 7a-1 十 10a._s 二 3"， 
ao 一 0，al 一 1. 
7. 已 知 递 推 方程 ca 十 ca-l 十 cza 二 fln) 的 解 是 3" 十 各 十 2, 若 对 所 
有 的 n 有 fln) 一 6, 求 coycl 和 cs. 


8. 求解 递 推 方程 

(1) 人 人 一 1)e 1 一 2， 姑 之 1， 
do = 273; 

(2) fan 一 Han-l 一 21， 世 之 1， 
一 2， 


9. 设 a, 是 ”个 元 素 的 集合 的 划分 个 数 , 证 明 


a = 5 (")a, co = 1. 
10. 设 a4 为 一 凸 # 边 形 被 其 对 角 线 划分 为 互 不 重合 的 区 域 个 数 , 设 该 西 = 
边 形 每 三 条 对 角 线 都 不 交 于 一 点 ， 
(1) 证 骨 
Gz 一 1)(m Oo— 2)Cn CO— 3) 


ai 二 nn 3， 


Wo 二 CI 二 tz 一 Os, 
(2) 求 a.- _ 
11. 求 下 列 x 阶 行列 式 的 值 4，， 
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0 OO 0 

12. 平面 上 有 及 条 直线 ,它们 两 两 相交 县 没有 三 线 交 于 一 点 , 问 这 nn 条 直线 
把 平面 分 成 多 少 个 区 域 ? 

13. 一 个 1 X x 的 方 格 图 形 用 红 、 蓝 两 色 涂 色 每 个 方 格 . 如 果 每 个 方 格 只 能 
涂 一 种 赢 色 ,上 且 不 允许 两 个 红 格 相 邻 , 癌 有 多 少 种 涂 色 方案 ? 

14. 设 fn,k) 是 从 集合 {1,2,… ,rn} 中 选 出 的 没有 两 个 连续 整数 的 &- 子 集 
个 数 . | 
《1) 给 出 ftn,&) 满足 的 递 推 方程 ; 


(2) 证 明 f(n,k) = 的 加 下 !) 
(3) 证 明生 ,2,…,n) 的 不 含 两 个 连续 整数 的 所 有 子 集 个 数 是 Fibonacci 数 


fn 十 2). 
15. 在 图 8.8 的 长 方形 中 ,AC/AB 


= (1 十 M5 )/2. 作 线段 EF, 使 ABFE 
是 一 个 正方 形 , 证明 长 方形 EFDC 和 
ACDB 相似 . 如 果 重 复 这 个 过 程 ,就 得 到 
图 8. 8 中 的 图 形 . 证 明 每 一 步 得 到 的 长 
方形 都 和 原来 的 长 方形 相似 ， 

16. 证 明生 成 函数 的 福 质 2,5,8 和 
10. 

17. 确定 数列 {a,} 的 生成 函数 . 

(i) a 一 (一 1 十 1)4 

《2) an = (— 1)"2"4 

《3) an 一 好 十 5; 


(4) an 一 的 


18. 设 数列 1a,} 的 生成 函数 为 4(z), 试 确定 a 
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工 41 士 工 ) 


(2) 人 (z》 一 pT 和 

19. 设 多 重 集 SS= {co ,ai co，az，co tass oo aijsc- 是 S 的 满足 以 下 条 
件 的 m 组 合 数 , 且 数 列 {c,} 的 生成 耳 数 为 CC(z)， 求 CCz). 

(1) 每 个 ai 出 现 奇数 次 守 一 1,2,3,45 

(2) 每 个 a: 出 现 3 的 倍数 次 ,i 一 1,2,3,43 

(3) a 不 出 现 ,as 至 多 出 现 1 次 ; 

(4) ax 出 现 1.3 或 11 次 ,as 出 现 2.4 或 5 次 ; 

(5) 每 个 a; 至 少 出 现 10 次 . 

20. 一 个 工 X 关 的 方 格 图 形 用 红 、 蓝 . 绿 或 盘 亚 种 颜色 涂 色 . 如 果 有 偶数 个 
方 格 被 涂 成 红色 ,还 有 偶数 个 方 格 被 涂 成 绿色 , 间 有 凶 少 种 方案 ?. 

21. 证 明正 整数 NN 被 无 序 齐 分 成 允许 重复 的 正 整 数 的 方法 数 等 于 多 重 集 
IN， a} 划分 成 子 多 重 集 的 方法 歼 . 

22, 证 明 方 程 zl 十 zs 十 … 十 zy 一 13 和 方程 zi 十 zz 十 … 十 xu 症 6 有 
相同 数目 的 非 负 整数 解 . 。 

23. 设 将 NN 无 序 训 分 成 正 整 至 之 各 且 使 得 这 些 正 整数 都 小 于 等 于 短 的 方 
法 数 为 PON ,m) ,证 明 P(N,sn) = P(N,m 一 1) 十 P(N 一 mm,m), 

24, 设 (N ,n,m) 表示 将 N 有 序 谢 分 成 = 个 正 整 数 且 每 个 正 整数 都 小 于 等 
于 mr 的 方案 数 ,证 明 (N ,n,m) 就 是 (z 十 十 … 十 x")" 的 展开 式 中 x* 的 系数 

` 25. 证 明 六 的 一 种 剂 分 (在 这 些 训 分 中 仅仅 奇数 项 是 可 以 重复 的 ) 的 个 数 

等 于 NN 的 另 一 种 前 分 (在 这 些 放 分 中 没有 一 个 项 出 现 的 次 教 大 于 3) 的 个 数 . 

26. 确定 下 面 数列 {a,} 的 指数 生成 画 数 . 

《1) an 一 31 

(2) ar = 2" an!s 

(3) as 一 《一 1)", 

27. 证 明 下 面 的 等 式 : 


| 1 2 nl ml 
GD or | ey Br i 
者 bad C= ， 1 
的 | m | miitl™ atmti 
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28. 用 三 个 1、 两 个 2, 五 个 3 可 以 组 成 多少 个 不 同 的 四 位 数 ? 如 果 这 个 四 位 
数 是 偶数 ,那么 又 有 多 少 个 ? 


29. 确定 由 = 个 奇数 字 组 成 的 ,并 且 1 和 3 每 个 数字 出 现 正 偶数 次 的 数 的 个 
数 ， 


30、22 个 点 均匀 分 布 在 一 个 回 周 上 , 若 用 ”条 不 相 
交 的 弦 将 这 2x 个 点 配 成 4 对 ,证 明 不 同 的 配对 方法 数 是 


第 nn 十 1 个 Catalan 数 -| 2 | .例如 图 8.9 就 给 出 了 
8 个 点 的 一 种 配对 方案 . 


31. 计算 | 6 | ,其 中 ?z 一 1,2,3,4,5,6. 


32. 计算 | 7 | ,其 中 nm 一 1,2,3,4,5,6,7. 

33. 证 明 al! 一 [| 一 | ,je 时 国 间 ee 

34. 用 恰好 种 可 能 的 颜色 做 旗 子 , 使 得 每 面 旗子 由 条 彩带 构成 (+ 之)， 
且 相 邻 的 两 条 彩带 的 颜色 都 不 相同 ,证 明 不 同 的 旗子 数 是 妈 {2 二 1 上 

35. 设 Tn,t) 表示 将 = 元 集 划分 成 :个 非 空 有 序 子 集 的 方法 数 . 证 明 
Tn,t) = ek 

36. 设 如 表示 把 元 集 划 分 成 非 空 于 集 的 方法 数 ,我 们 称 5. 为 Bell 数 .证 明 

om{(" oot {i at + (1 


esiesc 
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第 九 章 ”组 合计 数 定理 


本 章 主要 介绍 两 个 组 合计 数 定理 一 一 包含 排斥 原理 和 Polya 定 
理 及 其 应 用 . 


$9.1 包含 排斥 原理 


设 S 为 有 穷 集 ,4 是 S 的 子 集 , 若 把 4 相对 于 5 的 补 集 记 作 4， 

则 有 
141 = 131 一 141， 
设 Pi,P: 是 两 种 性 质 ,4: 和 4: 分 别 表示 $ 中 具有 性 质 P 和 性 质 P， 
的 元 素 构成 的 子 集 , 则 有 
| A 站 A,| 一 |S| 一 141| 一 14*| 十 14 NM A,l. 

这 两 个 等 式 都 是 包含 排斥 原理 的 简单 形式 . 

一 般 说 来 , 设 S 为 有 穷 集 ,P1,P;,… ,Pn 是 m 种 性 质 , 昌 4A; 是 5S 
中 具有 性 质 已 的 元 素 构成 的 子 集 ,i = 1,2,…,m. 这 时 包含 排斥 原 
理 可 叙述 为 : 

定理 9.1 5S 中 不 具有 性 质 Pi,P:，… 和 P。 的 元 素数 是 

I4NANM--RNA =ISI— BAI+ 3 14.N a 
i=l 1 jm 
— 2 4NANAI+t + DANAN .NA.l. 
lhem 

证 等 式 左 边 是 S 中 不 具有 性 质 Pi,P,，,… ,Pm 的 元 素数 . 我 们 
将 要 证 明 , 对 3 中 的 任何 一 个 元 素 <, 如 果 工 不 具有 性 质 Pi,P:，…， 
Pm， 则 对 等 式 右边 的 贡献 是 1; 如果 z 至 少 具有 其 中 的 一 条 人 性质, 则 
对 等 式 右 边 的 贡献 是 0. 

设 z+ 不 具有 性 质 P,P,,… ,Pn, 即 Vi 二 {1,2 mM) ,5 工 舍 Ai. 邻 . 
二 (1,2, ,mM} ,对 荆 的 所 有 2- 组合 {i,7} 都 有 zz 和 4; 门 4 对 了 
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的 所 有 3- 组 合 {,7&} 都 有 zz 所 4 站 4i 门 4 直到 z 似 4 门 4， 
所 让 4 但 zeE3S, 所 以 它 对 等 式 右边 的 贡献 是 

1 一 0 十 0 一 0 十 … 十 (一 1)*0 一 1. 
。 设 z 具 有 ?条 性 质 ,1 委 盖 委 m, 则 二 对 18S| 的 贡献 是 1, 对 


六 141 的 页 献 是 "一 |?] ,对 _ 忆 14 m | 的 页 献 为 | >] ,…, 对 


141 n 4 mi … m 4 的 贡献 为 | ”| ,所 以 = 对 等 式 右边 的 总 贡献 


是 
Wt 
-( 人 -全 + 全 -+ 
推论 5S 中 至 少 具有 一 条 性 质 的 元 素数 是 
tuU4aeU…U4l 一 记 14| > 14: mn Al 


jm 


十 >) AM A;NM A] 一 %…。 十 《一 1)“ 4 门 4 站 ~ 门 4。|. 


1 


证 明 1AUAU- UA 


+ (中 一 … 廿 (一 De[ 站] 


71 
m2 


— 0O. | 


3 
nn 


= |S|—|AUA:U: UA,l 

= IS| 一 | A NM A NN -NN ,| 

一 >),|14;| 一 让 14 站 4;| 十 > 1A:NA NA 
iml iT TCR 
二 (一 "tilA NM A NM-… NM A,1.. 目 


【全 9.1】 求 在 1 和 1000 之 间 ( 包 括 1 和 1000 在 内) 不 能 被 5、 
6 和 8 整除 的 数 的 个 数 . 
解 ” 令 P,P;,P; 分 别 表示 一 个 整数 能 被 5、6 或 8 上 整除 的 性 质 . 
. 设 
9 一 {zjz 是 整数 且 1< 科 二 所 1000}， 
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A: 二 {ZT|zTE€ES 且 xz 具有 性 质 Pi}, i = 1,2,3. 
则 有 下 面 的 结果 : 
IA1| = £1000/5] = 200， 
14z| = [1000/61 = 166， 
14:| = [1000/8] = 125， 
|4, mn A;| = [1000/[5,6]] = [1000/30] = 33， 
[A NA! = [1000/[L5,8Jj = [51000740 = 25， 
1A: MN As! 一 [oo07[6,8] = [1000/24] = 41， 
IA.N A NN 4;| =flooo/f5,6,8]] = [1000/120] = 8. 
由 定理 9.1 得 - 
| 4 (1 A; (1 A 
二 1000 一 (200 十 166 十 125) 十 (33 十 25 十 41) 一 8 二 600. 
【 例 9. 21〗 证 明 以 下 等 式 


人 
SR 
其 中 4,r,m 为 正 整 数 ,m 所 7 志 n. 
证 令 S= {1,2 2) ,A 二 {1,2,…,m}. 等 式 左边 表示 从 S 
中 选取 包含 4 的 r+- 子 集 的 方法 数 N. 设 PP; 表示 在 S 的 r- 子 集中 不 


包含 7 的 性 质 ,j 一 1,29* yi 是 具有 性 质 Pj 的 SS 的 斑 子 集 的 集 
合 , 册 


a1 ("1), 1<j<m, 


一 2 ; , 
ANal=["-?), 1<i<j<m, 


PD 
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由 定理 9. 1 得 
N=|A.N AN NA,l 


-=(7) ("+ 
pd) si 


n mlln—1 7 | | 振 一 

国 本 | 
| r 上]: 

使 用 包含 排斥 原理 可 以 解决 许多 组 合计 数 问题 ,如 多 重 集 的 
r- 组 合 数 , 不 定 方程 的 整数 解 的 个 数 等 

设 多 重 集 5 = {nl “Qn2 * G23°"° oT * GL}. 如 果 某 个 n; 汗 ,我 们 
可 以 用 7 来 代替 得 到 多 重 集 S'. 不 难看 出 5S' 的 +- 组 合 数 就 是 S$ 的 
组 合 数 , 所 以 不 妨 假 设 所 有 的 志 7,i = 1,2,…,k. 下 面 举例 说 明 
怎样 用 包含 排斥 原理 来 求 $ 的 x- 组合 数 . 

〖【 例 9. 3〗 确定 多 重 集 $S = {3 .4a,4.5, 5，c) 的 10- 组 合 数 . 

解 ” 令 工 == {co .aco"gco'c}, 工 的 所 有 10- 组 合 构成 集合 
W ,由 定理 7.6 得 

3 十 10 一 1 12 12 
wl | )= (12)= (22)= oe. 

任 取 了 的 一 个 10- 组 合 , 如 果 其 中 的 2 多 于 3 个 , 则 称 它 具有 性 
质 P1; 如 果 其 中 的 6 多 于 4 个 , 则 称 它 具 有 性 质 PP; 如 果 其 中 的 < 多 于 
5 个 , 则 称 它 具有 性 质 已 :. 令 

A 二 {TIxEW 有 xzZ 具 有 性 质 P;}, i 二 1,2,3, 则 所 求 的 10- 组 
合 数 妈 | 4 门 A; 门 A,|. 

先 计算 141|,14;| 和 14]. 4; 中 的 每 个 10- 组 合 至 少 含有 4 个 
a, 把 这 4 个 z 拿 走 就 得 到 了 的 一 个 6- 组合. 反之 , 对 工 的 任意 一 个 
6- 组 合 加 上 4 个 < 就 得 到 4 中 的 一 个 10- 组 合 ， 所 以 ia, | 就 是 了 的 
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6- 组 合 数 , 即 


Me 
同 理 可 得 
pe 
a 
用 类 似 的 方法 可 以 得 到 下 面 的 结果 ， 
An4l=-l 1 1)=;, 
anal=|(s+0o 1)=1, 


[14: 门 4:| 一 0， 
[IAN 42 门 4s| 王 0. 
从 而 有 
4 mn A; NN 43| 
一 66 一 (28 十 21 十 15) 十 《3 十 1 十 0) 一 0 一 6， 
这 与 用 生成 函数 方法 求解 的 结果 是 一 致 的 ( 见 例 8. 25). 
【 例 9.4】 确定 方程 
Xl 十 Xi 十 TX 二 5， 
人 0 去 .Ta 扫 2，1 扫 As 挟 5 
的 整数 解 的 个 数 . 
解 ” 令 z= zx; 一 1, 代入 原 方程 得 
Zi 十 ze 十 并 一 4， 
es 0 委 和 z 委 2，0 委 zs< 委 14. 
不 难看 到 该 方程 的 整数 解 个 数 就 是 原 方程 的 整数 解 个 数 , 也 是 多 重 
集 S={(2.a,2 -54.c) 的 4- 组 合 数 .仿照 例 9. 3 的 方法 求 得 3 的 
4- 组 合 数 ,结果 得 9. 而 原 方程 的 9 个 整数 解 Czi,zz,zas) 是 (0,0,5)， 
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《0, 1 4): (0,2,3), (1,0,4), (1,1,3), (1,2,2), (2,0,3), (2,1,2), 
(2,2,1). 

【 例 9.5】 设 n 是 正 整 数 ,n 之 2, 欧 拉 函 数 $(n) 表示 小 于 等 于 n 
且 与 n 互 质 的 正 整 数 个 数 . 求 $Cn) 的 表达 式 . 

解 ”对 于 任意 给 定 的 正 整 数 n,n 之 2, 都 有 如 下 的 分 解 式 

n= 太太 六， 
其 中 2 pp 为 素数 ,aaz, ax 为 正 整 数 . 令 
S$ 二 {x|z 是 小 于 等 于 4 的 正 整数 }， 
= {ziz€ESH Pp: sl 2 ,大 。 

rl 

IS|= 7, 


1A,| np] 和 t= 1,2,",k, 


[4 N A = [a/Lpisp;] = sp， 1<i< jek， 
a nn 
[A f1 A Nf 1 NN Ail = Ln/Lpis pz spr] 一 pip2"* pr 
由 定理 9.1 得 加 
gn) 一 |4 门 4 门 …… 门 4 
—— Ws -所 一 49 一 一 天 
六 i Pp: > Pip Be pipb2"* pr 
Ea 
、 | Fy ee Be es Paips 
ed Pipb2"**ps 


i 
例如 30 一 2 X 3 X 5, 则 


#30) = 30x|1- 了 [1- 二 j(1 -二 =s， 
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小 于 等 于 30 县 与 30 孔 质 的 正 整数 有 8 个 , 即 1,7,11,13,17,19,23 
和 各 29. | 
下 面 考虑 包含 排斥 原理 的 推广 形式 . 为 了 书写 方便 ,引入 下 述 符 
号 : 
WO0) == 1 | 多 
W(2) = >, 14:N 4,l, 
ii 
W(3)= 3 IANA;N al， 
ili ihm 
WoOn) = 1A NM A: NN: NM A.l. 
使 用 这 些 符号 ,定理 9.1 可 以 写作 
mn A NN … NN Arl 
WO 一 页 (1) + W)C 二 (一 D"W(m) 
二 y 《一 1YW (), | 
而 推论 则 写作 
[a1 U As UU 4 =WOD) CO WO) 十 … 十 《一 1 WO) 
= Y， 《一 1) GD). 


f 一 1 


定理 9.2 设 5 为 有 穷 集 ， Pi,P,… ,Pn 是 m 条 性 质 ， A 是 5 
中 具有 性 质 P; 的 元 索 构 成 的 子 集 , i 二 1,2,…,m, 则 S 中 恰好 具有 
rt0 过 fr 所 mm) 条 性 质 的 元 素数 是 


W(r) 一 (we+D 十 (人 we 二 2 
一 … 士 (® wan) 
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i Dt wt 

证 明 ” 任 取 xE€5S, 若 z 具 有 的 性 质数 少 于 rr, 则 对 公式 的 各 
项 贡献 为 0. 若 z+ 恰好 上 共有 + 条 性 质 , 则 xz 对 玉 必 ) 项 贡献 为 1, 而 对 以 
后 各 项 贡献 都 是 0, 所 以 xz 对 公式 的 总 贡献 是 1. 车工 怡 好 具有 rr 十 上 
条 性 质 ,天 = 1 2 ,°° ,77 Ee 风 并 对 公式 中 的 (Cr 十 7) 项 的 贡献 为 
人 本 外 ,其 中 j= 0,1,…,, 而 对 以 后 的 各 项 贡献 为 0, 因 而 z 对 公 
式 的 总 贡献 是 


大 


a | 
2 | r 六 十 了 


- 立 一 2 人 人 人 (根据 7. 8 式 ) 


j=0 六 


rr 十 | 这 | 大 
=| r | ey] 
=0. “(根据 7. 5 式 ) 
综 上 所 述 , 公 式 计 数 了 S 中 恰好 具有 > 条 性 质 的 元 素 . 
定理 9. 2 是 包含 排斥 原理 的 推广 形式 , 当 = 0 时 公式 变 成 
和 ， 
2 Dwe) = 1YW (2), 
这 就 是 包含 排斥 原理 (定理 9. 1). 

〖【 例 9.6】 对 24 名 科技 人 员 进 行 掌握 外 语 情况 的 调查 ,其 统计 
资料 如 下 : 每 个 人 至 少 会 一 门 外 语 , 其 中 会 英 、 日 、 德 和 法 语 的 人 数 
分 别 是 13,5,10 和 9 人 ,会 英语 和 日 语 两 种 语言 的 有 2 人 ,会 英语 和 
德语 、 英 语 和 法 语 、 德 语 和 法 语 的 各 有 4 人 . 如 果 会 日 语 的 人 既 不 慌 
法 语 也 不 懂 德 语 , 问 只 会 一 种 语言 的 有 多少 人 ?会 英 \、 德 和 法 语 三 种 
语言 的 有 多少 人 ? 

解 ” 设 S$ 是 24 名 科技 人 员 构 成 的 集合 ,Al,4z,As 和 有 ,分别 代 
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表 其 中 会 英语 日语、 乱 语 和 法 语 的 人 构成 的 子 集 , 由 题 意 不 难得 到 
IA1| 一 13，|4:| 一 5， 14;|] = 10, |A,| = 9,. 
IANMNA|=2, 1ANMA|=4,14N A|= +4, 
14: 门 4:| 王 0，|4: 门 4.| 王 0，|43: 门 4.| = 4, 
[ANAN A NA|= 0, 

I4:N 4:N A:1=0, [4NAN A =0, 14:N AsN A =0, 
WO) = 一 14:| 十 14*1 十 |4:| 十 14.| 一 37， 


W(2) 一 > 4mna4i=2 十 4 十 4 十 4 一 14， 
li jd 

W(3) = |Ai fl A; fA,l, 

全 (4) = 0. 


由 定理 9.1 的 推论 有 
WO — WO) + WC(3) — W(4) 一 24， 
解 得 WC(3) = 二 1,; 即 14 站 As 个 4| = 1. 又 由 定理 9.2 知道 只 会 一 


种 语言 的 人 数 是 
WO) 一 [下 wc2) 第 (3]wes) = (4)wes 
一 37 一 2X14 十 3X1I 一 4XD0 


一 12. 
【 例 9.7〗 证 明 组 合 恒等式 


SH 


其 跑 ,nn EE Zt ,nn < | 
证 令 S= (a}, 且 a 具有 mx 笨 性质 , 则 有 


Wi = i ， 二 nn 二 1, ,mm 
又 知 5 中 具有 nn 条 性 质 的 元 素数 为 0, 由 定理 9.2 得 
六 (一 1 二 wo 十 六 = 0. 


t=0 
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将 :=i 一 xn 和 W(i) 一 | 中 依次 代入 得 
号 or 人 =。 


即 


Dv ”0. | 


$9.2 对称 筛 公式 及 应 用 


考 惠 上 一 节 的 定理 9.1, 若 mw 种 性 质 是 对 称 的 , 即 对 任意 给 定 的 
正 整 数 ,1 所 < 委 mm 一 1, 任意 选 择 种 性 质 P,P ,…,P; ,具有 这 
些 性 质 的 元 素数 仅 与 上 的 大 小 有 关 ,而 与 这 大 种 性 质 的 选择 无 关 . 例 
如 

2 一 1 有 |4:| 一 14:| 一 … 一 |4o。| 一 Ni， 

上 一 2, 有 有 14 站 4 一 14 站 4 一 … 一 14。 NM 4-| 一 Na， 

类 一 3 有 14 站 4: 站 4:| = |4， WO 下 

= |4。: 门 4--: 局 Ts 


gy "MN Awi| = 
= 1A Nf AN NA) = N. 
此 外 ,又 将 14 人 4: 门 … .由 天 | 记 为 No |S1 记 为 N141 nm An 
… 门 4A5| 记 为 ww 则 定理 9. 1 中 的 公式 表示 为 


ww 下 mm 人 < 人 


二 站 D'(™)N 
这 个 公式 称 作对 称 往 公式 , 它 在 组 合计 数 问 题 中 有 着 广泛 的 应 用 ,如 
错位 排列 ,有 限制 条 件 的 排列 和 有 禁区 排列 的 计数 ， 
考虑 下 面 的 例子 ,在 书架 上 有 5 本 书 , 把 它们 全 拿 下 来 ,然后 再 
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可 以 证 明 D; 满足 下 面 的 递 推 方程 ， 
pe Cn 一 1)(D,. ;二 D,_1),， nn 之 3， 
Di=0,D,=1. 

考虑 排列 12…a 的 所 有 的 错位 排列 . 根据 第 一 位 数字 是 2,3， 
…, 或 nn 将 它们 划分 成 n 一 1 类 . 显然 每 一 类 的 错位 排列 数 相等 , 令 a。 
表示 第 一 位 是 2 的 错位 排列 数 , 则 

D, = (nO— 1)d,. 
考虑 所 有 形 为 2izia…'is 的 错位 排列 ,将 它们 划分 成 两 个 子 类 , 称 i, = 
1 的 为 第 一 子 类 ,并 把 其 中 的 排列 个 数 记 作 dd, 称 is 关 1 的 为 第 二 子 
类 ,个 数 记 为 d, 那 么 有 | 
d, = d+ os 一 也 + D,_1, 
从 而 得 到 
D, = (Cn 一 1)(Do 十 也 -1). 
这 是 一 个 二 阶 递 推 方 程 , 初 值 是 DD, = 0,D; = 二 1 回顾 例 8.15, 使 用 达 
代 归 纳 法 ,该 方程 的 解 是 
D, 一 mt|1 一 盐 十 去 一 … 十 (一 1 二 |]. 

这 与 用 包含 排斥 原理 求解 的 结果 一 致 . 

下 面 考虑 另 一 类 有 限制 条 件 的 排列 问题 ,就 是 对 元 素 之 间 相 邻 
关系 加 以 限制 的 排列 问题 . 

设 义 == 人 1,2,…,n), 在 久 的 排列 中 不 出 现 12,23,*…,(n 一 1)n 
的 排列 称 为 有 限制 条 件 的 排列 . 有 限制 条 件 的 排列 数 记 作 驴 .. 

当 z 一 1 时 ,Qi 一 1. 当 =: 一 2 时 ,满足 条 件 的 排列 是 21 ,所 以 @s 
二 1, 当 n 二 3 时 ,满足 条 件 的 排列 有 213,321,132, 即 QQ 二 3. 当 n= 
4 时 ,满足 条 件 的 排列 有 4132,4321 ,4213,3214,3241,3142,2431， 
2413,2143,1324,1432, 即 Q, = 11, 

对 于 一 般 的 正 整数 = 上 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 9.4 设 ” 是 正 整 数 , 则 
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， 一 24 xX 2d 9 
1 ,1 让 .一直 
:一 5![ 一 二 十 十 | 
60 St 
120 x 寺 44 


rf 全 9. 8】 

(1) 重新 排列 123456789, 使 得 偶数 在 原来 的 位 置 上 而 奇数 不 在 
原来 的 位 置 上 , 问 有 多 少 种 排 法 ? 

(2) 如 果 要 求 只 有 4 个 数 在 原来 的 位 置 上 ,那么 又 有 多 少 种 排 
法 ? 

解 《1) 这 种 排列 相当 于 13579 的 错位 排列 ,由 定理 9. 3 有 

1 1 1 1 1 
Dp; 一 51[1 一 吉 二 击 一 二 + 吉 一 二 ] 一 4 


(2) 从 {1,2,…,9) 中 任 取 4 个 数 的 取 法 为 | ?| ,而 其 它 5 个 数 的 
错位 排列 数 是 D;, 由 乘法 法 则 所 求 的 排列 数 是 


1 tp XxX 44 一 5544, 
当 足够 大 时 ,错位 排列 出 现 的 概率 大 约 为 十. 由 


> TE Va 
1 rt2r a3rt 


得 
1 Se 0 = nt2 1 ma 
人 
即 
| D, 1 
Cx 十 1)1° 


当 > 足够 大 时 错位 排列 的 概率 全 era, 
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下 面 让 我 们 考虑 有 禁区 的 排列 问题 . 先 介 绍 棋盘 多 项 式 的 概 
念 . 

设 C 是 一 个 棋盘 (大 小 一 致 的 正方 形 方 格 相 邻接 构成 的 图 形 )， 
mtC) 表示 把 关 个 相同 的 棋子 布 到 C 中 的 方案 数 . 在 布 棋 时 任意 两 个 
棋子 不 允许 落 到 棋盘 的 同一 行 和 同一 列 . 

例如 

ri (DO ) 一 1， 

n CH )=r( cD) 一 nm 中 ?一 2， 

r,《H ) 一 (ED ) 一 0， 

rz (bh)=1. 

我 们 规定 ,对 任意 的 棋盘 C 有 rotC) = 1. 不 难 证 明 布 棋 方 案 数 
具有 下 面 的 性 质 : 

”1 对 于 任意 的 棋盘 C 和 正 整数 ,如 果 大 于 C 中 的 方 格 数 , 则 
ritC) = 0. 

2. ri《C) 等 于 C 中 的 方 格 数 . 

3. 设 C 和 Cs 是 两 个 棋盘 , 若 Ci 经 过 旋转 或 翻转 就 变 成 了 C;， 
则 ~:(Ci) = m(CCa). 

4. 设 C: 是 从 棋盘 C 中 去 掉 指 定 的 方 格 所 在 的 行 和 列 以 后 剩余 
的 棋盘 ,C: 是 从 棋盘 C 中 去 掉 指 定 的 方 格 以 后 剩余 的 棋盘 , 则 有 

ri) = rlC) 十 mgCrD， 克之 1. 

5， 设 棋盘 C 由 两 个 子 棋 和 Cl 和 Ca 构成 ,如 果 C 和 C: 不 存在 公 

共 的 行 和 列 , 则 


是 
raC) 一 PriCOr-iC). 
t=0 
定义 9.1 设 C 是 棋盘 , 则 
R(C) = DO rlC)zt 
K=O 


叫做 棋盘 多 项 式 . 
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六 (了 je- 1 半生 (* 3 Yo A 
省 
十 (一 | a 1| “11. 
证 设 关 = {1,2,…,n),S 一 {z|z 是 基 的 排列 }. 令 Aj;== {zx|z 
E55S 且 jC 十 1) 出 现在 z 中 },i7 == 1,2,…,n 一 1, 不 难 证 明 
14;| = (1 1 = N. 
考虑 |4; 站 4i| , 若 排列 zeE 4 人 门 454, 则 iCi 十 1),7Cj 十 1) 都 
出 现在 工 中 .如 果 i 十 1 二 j7, 则 i(i 十 1)(G 十 2) 可 看 成 一 个 元 素 , 相 
当 于 n 一 2 个 元 素 的 排列 , 即 1|4; 站 4Aj| = Gx 一 2) 141. 如果 i 十 1 关 
六 则 2Ci 十 1),j(j 十 1) 各 看 成 一 个 元 素 , 也 相当 于 mn 一 2 个 元 素 的 排 
列 ,|A; 人们 4;1 也 是 (x 一 2)1. 因 此 有 
、 N; = |A,f| A = (n — 2)1. 
类 似 的 分 析 可 以 得 到 ,对 任意 的 1 三 x 志 n 一 1 有 
Ni = (nO— £)1, 


从 而 有 
Q, 一 ?1 一 "Drt(” ,1m— 2 i 
十 (一 | 一 1 8 
例如 


Q.—4— (4 1) Dt (tz!) — 2 
- (4 1}. 


=24 一 3X3I 十 ( 引 x2 一 |[ 引 .31 


二 24 一 18 十 8 一 1 
一 11. 


制 元 素 i 不 能 排 在 第 ;个 位 置 , 则 相应 的 布 棋 方 案 中 棋盘 的 第 i 行 第 
5 列 的 方 格 不 许 放 棋子 . 所 有 不 许 放 棋 的 方 格 构 成 了 棋盘 上 的 禁区 . 

定理 9.5 设 C 是 n Xz 的 具有 给 定 禁 区 的 棋盘 ,这 个 禁区 对 应 
于 和 集合 {1,2,…,n} 中 的 元 素 在 排列 中 不 允许 出 现 的 位 置 , 则 这 种 有 
禁区 的 排列 数 是 

下 一 zi 人 (一 1)1 十 rm 一 2)1 一 … 十 《一 TDrn， 
其 中 ri 是 i 个 棋子 布置 到 禁区 的 方案 数 . 

证 ” 先 不 考虑 禁区 的 限制 ,那么 = 个 棋子 布 到 = Xn 棋盘 上 的 
方案 有 nn! 个 .如果 对 个 棋子 分 别 编号 为 1,2,…,n, 并 且 认 为 编号 
不 同 的 棋子 放 入 同样 的 方 格 是 不 同 的 放置 方案 ,那么 带 编号 的 棋子 
布 到 ”Xzm 棋盘 上 的 方案 数 是 aa!1 “al. 我 们 把 这 些 方案 构成 的 集合 记 
作 SS， 

对 7 = 1,2,…,n, 邻 PP; 表示 第 ;个 棋子 落 入 禁区 的 性 质 , 4; 表示 
S 中 具有 性 质 PP; 的 方案 构成 的 子 集 . 易 见 这 些 性 质 具 有 对 称 性 ,根据 
乘法 法 则 不 难得 到 以 下 结果 : 

N=rn(n 11)! Oo 1)1, 

Ns = 2rz(n — 2)1(n — 2)!, 


Ni = kiriln — k)!l(n — &)!, 


N= 二 nl! +*r,. 


由 

(ja sritn Oo— kl OR)! = riln oom klnl, k=1,2,.%,n 
代入 对 称 第 公式 得 
No= nnl —ri(n— nl 二 rn — 2)1n1 oT (— lr enl. 


由 于 带 编号 的 布 棋 方 案 数 与 不 带 编号 的 布 棋 方 案 数 相差 a! 倍 , 因 此 
所 求 的 方案 数 是 


309 


实际 上 棋盘 多 项 式 RCC) 就 是 C 中 的 布 棋 方 案 数 序列 {x,CC)} 
的 生成 函数 . 
例如 
R(TD 一 rod 也 十 mLHz 十 CDD)zz 一 1 十 工 十 x?， 
RC B= rd) +n 十 rs 日 )zz = 1 + 2x. 
根据 ~:(C) 的 性 质 不 难 证 明 RCC) 的 性 质 ， 
1. RC) = XREC) + RC,) ,其 中 心 , 和 C 的 含义 如 前 所 述 ， 
2. RLC) 二 RCC1)，R(Cs) ,其 中 C 和 Ca 的 含义 也 如 前 所 述 . 
这 两 条 性 质 的 证 明 留 给 读者 完成 . 
【 例 9.9] 计算 RC 出 ) 和 RC 中 ). 
解 R(t 轩 ) = xR( DD)- RiD) 
一 zx(t 十 xz) 十 (1 十 2z) 
一 1 十 3z 十 < 工 ， 
RE 年 ) = zR( 图 ) + Rs 
一 zLzR( 日 ) + RC) 十 [zR(CS) + RO 
一 2[Lz(1 十 2z) 十 (1 十 3z 十 2z2)] 十 [z(l 十 3xz 十 22) 
+ RC 外 )] 
一 过 (1 十 4z 十 3zr2)》 十 (zr 十 3z2 十 了 3 十 1 十 4z 十 3z2》 
二 1 十 6x 十 10zx? 十 4zr3. 
下 面 我 们 就 利用 棋盘 多 项 式 来 解 
决 有 禁区 的 排列 问题 . 首先 可 以 看 到 六 1 
= {1;,2,…,z) 的 一 个 排列 恰好 对 应 了 n  ， 
个 棋子 在 xn X 半 棋盘 上 的 一 种 布 棋 方 
案 . 在 图 9. 1, 棋盘 的 行 表示 XX 中 的 元 “ 
素 , 列 表示 排列 中 的 位 置 ; 则 这 种 布 棋 方 4 
案 就 对 应 了 排列 2143. 如 果 在 排列 中 限 
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D,=n!l 一 2 一 1)! 十 因 《2 一 2)1 一 … 十 《一 [了 “01 
=m[1 一 十 二 击 一 … 十 (一 1)" 直 |] 

最 后 让 我 们 考虑 一 个 二 重 钳 位 排列 问题 ， 

【 例 9.12】 家庭 问 题 (Menage 问题 ) 有 ”对 夫妻 (= 之 3) 围 医 
桌 就 座 . 如 果 要 求 男 女 相间 且 每 对 夫妻 不 能 相 邻 , 问 有 多少 种 方法 ? 
称 这 个 方法 数 为 Menage 数 . 

解 。” 先 让 女士 们 间隔 就 座 , 就 座 的 方法 数 是 (x 一 1)!. 对 于 任 
何 一 种 就 座 的 方式 ,不 妨 将 女士 们 依 硕 时 针 方 向 记 为 1,2,…,n. 令 i 
女士 的 丈夫 为 i ,其 中 i = 1,2,…,n, 甘 将 7 和 7 十 1 女士 之 间 的 产 位 
记 为 i@i 一 1,2,… yn 一 1),n 和 和 1 女士 之 间 的 座位 记 为 .假设 男士 们 
就 座 的 顺序 为 mis…is, 则 依 题 意 必 有 羡 天 7 六 天 了 二 10 一 1,2，…， 
2 一 1), 且 i 了 关 n, 启 关 1. 换 名 话说 ,要 构成 们 ,2,…,n} 的 排列 
nia***i,; 且 使 得 在 下 述 阵 列 的 每 列 中 的 元 素 都 不 相同 . 

1 2 n—l nn 

2 3 和 7 1 

i i zt 
称 排列 ii…i, 为 二 年 错位 排列 . 设 U, 是 长 为 = 的 二 重 错位 排列 数 ， 
则 Menage 数 恰好 等 于 (nr 一 1) 1U,. 

设 S 是 {1,2,…,n} 的 所 有 排列 的 集合 . 性 质 已 表示 在 排列 
iaris 中 司 二 j 或 鹿 二 jj 十 1,j 二 1,2,… ,nn 一 1, 且 P, 表 未 i 一 
或 声 = 二 1. 令 4;= 二 {zlxzE€E5 且 x 具有 性 质 Pj}, j= 二 1,2,…,n, 则 U。. 
一 14， 门 4 站 ~ 让 A.l. 

车 排列 i2…i, 中 有 天 个 位 置 的 数字 满足 Pi ,Ps,…,P. 中 的 条 
性 质 , 则 其 它 的 n 一 个 位 置 的 数字 有 (n 一 &)1 种 选 法 . 依 对 称 筛 公 


式 所 求 的 排列 数 局. 似乎 应 该 等 于 1 十 了 (一 1)*| 


Cn 一色 1. 但 
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nl 一 TH 一 1)1 十 ra 人 一 2)1 一 … 十 【一 Jr 和 
需要 说 明 一 点 ,这 个 定理 适用 于 = Xx 棋盘 的 小 禁区 布 棋 问 题 . 
如 果 是 mr X a 的 棋 扒 或 者 禁区 很 大 的 棋盘 的 布 棋 问 题 ,那么 只 能 直 
接 用 RCC) 来 求解 . 
〖【 例 9. 10〗 用 四 种 颜色 ( 红 ,、 蓝 、 绿 、 黄 ) 涂 染 四 台 仪 器 A,B,C 
和 DD. 规定 每 台 仪 器 只 能 用 一 种 颜色 并 且 任 意 两 台 仪 器 都 不 能 相同 . 
如 果 五 不 允许 用 蓝 色 和 红色 ,C 不 允许 用 蓝 色 和 绿色 ,DD 不 允许 用 绿 
色 和 黄色 , 问 有 和 多少 种 染色 方案 ? A B CD 
解 ”这 个 回 题 就 是 图 9.2 中 的 有 红 
禁区 的 布 棋 问 题 . 禁区 的 棋盘 多 项 式 为 着 
RCH ) 一 1 十 6z 十 10z? 十 4zs， 绿 
从 而 得 到 黄 
ri 一 6，rz 一 410，ra 一 4 一 0. 图 
根据 定理 9.5, 所 求 的 方案 数 是 
N= 二 41 一 6:31 十 10:2!1 一 4*1! 十 0 
二 24 一 36 十 20 一 4 一 4. 
【 例 9. 113〗 ”错位 排列 问题 也 可 以 看 作 是 有 禁区 的 排列 问题 ， 其 
禁区 在 主 对 角 线 上 . 下面 使 用 定理 9. 5 来 求 万 .. 


解 。 禁区 的 棋盘 多 项 式 是 
口 


9.2 


R = RO * RO + ROOY = (1 二 £2)" 
aa 
# 个 


调 | 
人 
从 而 得 到 


_ 了 六 nn 
n=m n=("), ,= |" 六 
根据 定理 9.5 有 
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27m 一 开 
4 


将 对 称 第 公式 中 的 | "| 用 二 名 -| 


元 | 代替 得 到 


a 从 上 2 天 人 
Ue Di , J —&)!, 


而 Menage 数 则 等 于 (Cn 一 1) 1U,. 
例如 3 对 夫妻 (4 Bb,Cc) 安排 就 座 应 该 有 


加 2X3 | Es 
《3 DIO:= 2!| 3! | 1 (3 CO— 1)! 
2xX3 /2x3—2 加 
axa 2 Ee 2 
2X3 2 加 
a 3 (3 3)1 | 
过 _6 6 {4 ee 
=2x|3! Sxsx2+§|4)x1 | 
一 2X(6 一 12 十 9 一 2) 
一 2 
种 方式 ,就 是 图 9. 3 中 的 方式 . 
a 三 
C C 
¢ 5 pb C 
A A 
图 9.3 


§9.3 Burnside 引 理 


考虑 下 面 的 计数 问题 ,把 一 个 2 x 2 的 方 格 棋 盘 用 黑 或 白 两 色 
涂 色 每 个 方 格 , 如 果 棋 扒 可 以 随意 转动 , 问 有 和 多少 种 不 同 的 涂 色 方 
案 ? 
请 看 图 9.4, 如 果 棋 盘 固 定 不 动 ,共有 24 = 16 种 不 同 的 涂 色 方 
案 . 但 是 当 横 盘 转 动 时 ,其 中 的 一 些 方案 可 以 变 成 另 一 些 方案 ,如 方 
案 3 逆 时 针 转 90° 就 变 成 方案 4. 同样 的 ,方案 3 也 可 以 变 成 方案 5 和 
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是 由 于 性 质 P1i,P;,…,P, 并 不 是 互相 独立 的 ,例如 卉 = 二 2 时 is 不 可 能 
再 等 于 2. 因此 使 得 排列 中 及 个 位 置 满足 性 质 的 方式 不 是 | ”| 种 . 
我 们 不 得 不 针对 这 种 情况 将 对 称 筛 公式 做 适当 的 修正 .考察 下 述 2 
个 数 的 序列 ， 
1,2,2,3,3,4,"* ,nn 1,n,n,1. 
要 从 这 个 数列 中 选择 个 不 相 邻 的 数 , 并 且 使 得 前 后 两 个 1 不 同时 
出 现 , 易 见 这 样 的 选 法 与 排列 nzz…z 中 有 个 位 置 满足 性 质 的 方式 
是 一 一 对 应 的 , 设 a, az，…, a 是 上 述 序列 中 的 个 不 相 邻 的 位 置 ， 
则 
1<a <az 一 1<as 一 2< 
< 一 居 一 划 委 222 一 (一 1)， 
即 {taly ar 一 1,as 一 2,…,a 一 人 起 一 1)) 是 集合 (1，2，…，2m 一 
(一 1)) 的 一 个 有 -组 合 .反之 , 任 给 集合 {1, 2,…, 2n 一 (一 1)) 
的 一 个 &- 组 合 {b ,62，"… ,64 ;其 中 
1] 委 页 所 有 的 二 上 委 20 一 (下 一 1)， 
则 
{155 十 1 5 十 2 六 十 (一 1)} 
是 2* 个 位 置 中 的 个 不 相 邻 位 置 的 一 种 选 法 , 因此 ,从 2n 个 位 置 选 
取 个 不 相 邻 位 置 的 方法 数 就 是 集合 {1, 2,…, 2n 一 (一 1)} 的 


-组 合 数 | 加 ”全 一 1] .下面 要 从 这 些 远 法 中 去 掉 位 置 1 和 位 置 


2 同时 出 现 的 选 法 . 而 位 置 1 和 位 置 2x 同时 被 选中 的 选 法 相当 于 从 
位 置 3, 4，…，2n 一 2 中 选取 一 2 个 不 相 邻 位 置 的 方法 , 即 有 
i 


到 一 2 天 一 2 
种 方法 . 因此 所 求 的 种 性 质 成 立 的 方法 数 是 
de 2n oe 
k—2 2n—k 上 
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五 ; 一 五 : = {1,2}, E, = E, = {3,4}. 
定理 9.6 设 N= {1,2,…,n}),G 是 和 N 上 的 置换 群 ,对 任意 的 
kEN 有 
(Zl * {El = |G1. 
证 ” 任 取 EN, 设 |Ei| 一 2, 即 
E: = {a = ,ar a}, 
其 中 a; E N,i 二 1,2,… .设置 换 
a: E GH GR) 一 ai 一 1 2 
任 取 置换 EZ 都 有 
OT(R) 一 orfrf 有 ))》 = oR) 一 ai 一 1 2 
令 
0iZ = {orl|rt € Zi}, 
则 有 
oh LU cs UU a2 EC， 
并 且 对 任意 ;7 E (12 天 了 都 有 wmZs 站 or2x 一 好. 若 不 然 ， 
存在 git = air € giZi 门 0jZ4; 则 有 
GTR) = or lk) > oak) = qk) > a = a), 
与 a 了 天 aj(i 关 让 政 盾 ， 
另 一 方面 ,对 任意 的 o€ G, 很 设 o(&) 一 E N, 由 EE 的 定义 可 
知 v EEE, 即 存在 a; E 局 使 ai = 二 wv. 又 由 于 oj;(%) 一 a;; 因 此 有 
IIc(E)》 = ol(o(k)) = go71(aj) = &. 
从 而 证 明了 oo € Zi, 即 a € ojZ4. 这 就 推出 
GS a UecZe U… UU oi 
综合 以 上 结果 得 到 
C 一 CH U 0z2 UD … U or2Za. 
又 由 于 cx2 mo2 = 名 (i 关 让 ,因此 有 
1ci2 | 十 1osZil 二 十 [524| = 1G1. 
315 


方案 6. 换 句 话说 ,在 一 个 置换 群 的 作用 下 ,方案 3,4,5,6 是 彼此 等 价 
的 . 头 来 的 计数 问题 实际 上 是 计数 在 一 个 转换 群 作 用 下 的 不 同 的 等 
价 类 的 个 数 . 不 难看 出 共有 6 个 等 价 类 : (1),{2), {3,4,5,6},1{7,8， 
9,10), 411,12}, {13,14,15,16}. 为 了 解决 这 种 等 价 类 的 计数 问题 ， 
我 们 需要 另外 一 个 重要 的 计数 定理 一 一 Polya 定理 . 本 节 先 引入 置 
换 群 的 有 关 概 念 和 Burnside 引 理 . 


定义 9.2 设 和 N= (1,2,**…,n),G 是 NN 上 的 置换 群 .对 于 任意 的 
k EN, 称 置换 的 集合 
Zi= {olo EGA otk) = k) 
是 的 不 变 置 换 类 也. 
例如 G = {(1，(12)，(34)，(12)5C34)} 是 5S, 的 子 群 , 则 2, 一 
= ((1),(34)) ,Zs3 = Z, = {1(1),(12)}. 
不 验证 明 ,Yk E N,Z; 是 G 的 子 群 ， 
定义 9.3 设 六 = 11,2,…,n),G 是 NN 上 的 置换 群 ,R 是 N 上 
的 等 价 关系 且 Yx,yEN 有 
zzRyOIooEG A or) 一 y). 
对 于 任意 & E 入, 称 大 关于 尺 的 等 价 类 是 和 的 轨道 , 记 作 瑟 ， 即 
Ei:= {liE€EN ARKRZ)， 
例如 GG 二 {01),，(12), (34),，(12)(34)}, 则 有 


了 二 的 不 变 父 换 类 也 叫做 上 的 移 定 类 
了 4 


数 了 使 得 7 保持 不 变 的 G 中 置换 个 数 , 即 12;|. 由 此 得 到 


Dae = > > = 3 一 > |2;|. 中 
根据 定理 9. 6 有 12;| = evn |， 代入 加 式 得 


| 加 = Pao). ® 
假设 ji 是 同一 轨道 上 的 全 体 元 素 , 则 由 等 价 类 的 性 质 
得 
E,=E,=*…=E, 和 |E,|=/. 
这 说 明 
1 


ET+ ET a “i 


将 @ 式 左边 所 有 的 1/1E;| (二 1,2,…,n) 按 轨道 进行 合并 ,每 个 胃 
道 合并 的 结果 都 是 1, 因 此 合并 后 的 加 式 就 变 成 了 


M: [Gt 一 ceo， 
其 中 M 是 轨道 个 数 , 即 


az = Te 目 
【 例 9. 13】 回顾 2 x 2 方 格 棋盘 的 涂 色 问题 . 我 们 把 因 棋盘 转 
动 而 引起 涂 色 方案 的 转变 看 作 是 涂 色 方案 集合 上 的 置换 群 的 作用 . 
设 入 是 图 9. 4 中 的 涂 色 方案 的 集合 ,G 是 置换 群 , 则 
N= (1,2,*,16}, 
G= {0 = (1),0,0,0,}, 
其 中 om 代表 棋盘 不 动 ,cs 代表 棋盘 逆 时 针 转 90° ,os 代表 棋盘 逆 时 针 
转 180°,6 代表 棋盘 道 时 针 转 270*, 将 有 ,00,0 和 a 的 轮换 表示 
式 
0 = (1) (C2) (16), 
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病 
Z| * 7 一 [Zi| * iE| = |G|. a 

例如 G 王 Si = {(1),(12),(13),(23),(123),(132)} ,那么 有 
IG| = 6. 如 果 令 大 一 1， 则 五 = {1,2,3}, 2Z1 一 {(1), (23)}， 
[Z| | 五 | 一 2X3 一 6. 

Burnside 引 理 设 六 = (1,2, >),G 是 六 上 的 置换 群 . 令 G 
= {gy as，…， Ge)}， co 是 5 的 轮换 表示 式 ( 见 定理 3. 16) 中 1- 轮 
换 的 个 数 . 又 设 M 是 不 同 的 轨道 个 数 , 则 有 


M= 十 Dae). 
证 ”对 于 二 1,2,…,g ;ci(o4) 表示 在 置换 o 作用 下 保持 不 变 
的 六 中 元 素 的 个 数 , 那 么 Pao 则 表示 在 G 中 所 有 置换 的 作用 下 


保持 不 变 的 N 中 元 素 的 总 数 (包括 重复 计数 )， 如 表 9.1 所 示 ,其 中 的 
元 素 妇 是 0 或 1( 有 一 1,2, :5 一 1:2, ,2). 车 0107) ==j, 则 5 
一 1, 否则 su = 0. 


要 于 
Dalo) = DZl 
二 Jj™l 


在 表 中 o 所 在 的 一 行 里 , >)sw 的 值 计数 了 在 0, 作用 下 保持 不 


变 的 入 中 元 素 的 个 数 , 即 co). 而 表 的 第 7 列 的 元 素 之 和 立 ww 又 计 
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39.4 Polya 定理 


Burnside 引 理 使 用 起 来 不 太 方 便 . 如 果 有 个 物体 ,用 mm 种 颜色 
涂 色 ,我 们 先 要 给 出 m" 种 涂 色 方 案 , 然 后 分 析 这 些 方 案 在 置换 群 作 
用 下 的 结果 . 对 于 稍微 大 一 些 的 n 和 nm 就 是 非常 繁重 的 工作 ,有 时 候 
甚至 是 不 可 能 完成 的 . Polya 定理 是 Burnside 引 理 的 推广 . 它们 的 区 
别 在 于 :对 于 Burnside 引 理 ,置换 群 CE 是 作用 在 mw" 种 涂 色 方 案 的 集 
合 上 . 而 对 于 Polya 定理 ,置换 群 G 是 作用 在 个 涂 色 的 物体 的 集合 
上 . 显然 后 一 个 集合 比 前 一 个 集合 要 小 得 多 , 群 G 比 群 G 也 要 简单 得 
多 . 

定理 9.7 (Polya 定理 ) 设 N= {1,2 ,nn)},G 二 {01 ;089 和 ,Og} 
是 N 上 的 置换 群 .用 mm 种 颜色 对 六 中 的 元 素 进行 涂 色 , 则 在 G 的 作 
用 下 不 同 的 涂 色 方案 数 是 

1 所 cn， 
Ad 一 a Be 

其 中 clo) 是 置换 a 的 轮换 表示 式 中 包括 1- 轮换 在 内 的 轮换 个 数 . 

证 ” 设 尺 二 {riyra,… rn) 是 六 种 颜色 的 集合 .对 六 中 元 素 的 
任何 一 种 涂 色 方 案 实际 上 就 是 一 个 从 NN 到 RR 的 映射 : NN 一 RR, 因 此 
集合 

R” 一 {flf:N->R)} 

恰好 代表 所 有 涂 色 方案 的 集合 . 易 见 | RY| = mm", 

对 于 任意 oi E Got: N 一 NN 将 诱导 出 一 个 RY 上 的 置换 zt : RY 
一 RY, 其 中 zz (让) 一 forwyYVfE€ RY. 不 难 验 证 Tt 就 是 5 作用 于 入 中 
元 素 所 引起 的 涂 色 方案 的 置换 . 设 

G= {rl0 € GCG} 
是 G 所 诱导 的 RY 上 的 置换 构成 的 集合 ,又 令 映 射 pg:; G 一 局 ,使 得 
319 


az 一 (1 六 2)(3456)(78910)(11 12)(13 14 15 16)， 
5 一 (1)(2)(3 5) (4 6)(7 9)(8 10)(11) (12)(13 15)(14 16), 
5 = (1)(2)C66 543) (0987)011 12)06 15 14 13) 

代入 Burnside 引 理 得 


M= 二 (6+2 二 4 二 2) 一 6. 
不 同 的 涂 色 方案 有 6 种 ,如 图 9.5 所 


Ea 


【 例 9.143 用 6 种 颜色 涂 色 一 个 立方 体 的 六 个 面 , 如 果 要 求 每 
个 面 的 颜色 必须 不 同 , 且 立方 体 可 以 在 空间 任意 移动 或 转动 ， 间 有 多 
少 种 不 同 的 涂 色 方 案 ? 

解 上 先 分 析 群 G 的 结构 ,如 图 
9.6,G 中 的 置换 可 分 成 以 下 几 类 : 

恒 等 置换 1 个 

以 过 每 一 对 平行 平面 的 中 心 的 
直线 (如 viv') 为 轴 , 逆 时 针 旋 转 90"， 
180*,270" 有 3 个 置换 ,那么 三 对 平面 
共有 9 个 置换 . 图 9.6€ 

以 过 每 一 对 顶点 的 直线 (如 waw*) 为 轴 转 动 120" 或 240" 有 2 个 置 
摘 ,那么 四 对 项 点 共有 8 个 置换 ， 

以 过 每 一 对 楼 的 中 心 的 直线 (如 wzos) 为 轴 转 动 180" 有 1 个 置 
换 , 那 么 六 对 棱 共有 6 个 置换 . 

综 上 所 述 , 群 上 中 有 24 个 置换 ,其 中 除了 恒 等 置换 以 外 ,在 别 的 
置换 的 作用 下 涂 色 方 案 都 要 发 生变 化 ,而 在 恒 等 置 换 作用 下 ,不 变 的 
方案 有 6! 个 .根据 Burnside 引 理 ,不 同 的 涂 色 方案 数 是 


不 。 


图 9.5 


318 


把 这 个 等 式 代 入 Burnside 引 理 得 


= 言 : 2 ie re E 
【 例 9.15】 让 我 们 重新 考虑 2 x 2 方 格 棋盘 的 涂 两 色 问 题 . 根 
据 题 意 有 NN = {1,2,3,4} ,GC 一 {01;02103,04) ,其 中 
cl = (1)(2)(3)(4), os = (1 2 3 4), 
03 = (13)(24),， 0 一 (4321)， 
将 ciycz:csyas 代入 定理 9.7 得 


= 二 (2: 十 2 十 2 十 2 一 二 (16 十 2 十 4 十 2) 一 人. 


【 例 9.16】 如 图 9.7, 用 三 种 颜色 涂 色 装 有 5 颗 珠 子 的 手镯. 如 
果 只 考虑 手镯 的 旋转 , 疝 有 和 多少 种 涂 色 方 案 ? 

解 和 一 3，mN 一 {1,2,3,4,5}，C 一 {a130203904105} ,其 中 

ol 二 《1)(2)(3)(4)(5)〉 不 动 ， 


gs = (12345) 道 时 针 转 72°， 
oa 一 (13524) 道 时 针 转 144°， 
oj 一 (14253) 道 时 针 转 216"， 


ai 一 (15432) 闭 时 针 转 288”. 图 9.7 
代入 定理 9.7 得 
M 二 (3 二 3 十 半 十 3 十 3 一 5， 

[ 例 9.171 证 明 Fermat 小 定理 ;车 思 为 素数 , 则 pp 整除 nt 一. 

证 ”如 例 9.16, 考 虚 用 种 颜色 涂 色 装 有 zp 颗 珠 子 的 手 狗 . 若 
手镯 只 能 旋转 , 则 |G| = p. 因为 p 是 素数 ,G 是 循环 群 .除了 人 恒 等 置 
换 以 外 ,G 中 的 其 它 置换 都 是 内 含有 一 个 轮换 的 置换 . 由 定理 9.7 得 
到 不 同 的 手镯 数 是 

M 一 方 (rr? 十 虹 十 nl 十 … 十 21)， 
Pp 一 1 个 
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PKOt) 一 rirly yo EC， 
则 ”是 C 到 G 的 同 构 映射 先 证 ?是 同 态 .对 任意 5, oi € G, 若 
cxtg 二 0 则 YAFE RN 有 
HG) Ff) = Ha) Ff) = rf) 一 os 一 Fa 
一 for'or'!, 
Po Ho = rt) = rfor') = forlor!, 
即 
HG101) = po) P01), 
yp 是 G 到 避 的 同 态 . 

再 证 明 8 是 单 射 , 设 rar) = wo) ， 即 YE R” 有 for!= for， 
必 有 of! 二 o71, 若 不 然 ,存在 i € {1,2,…,n}) 使 得 orlG) 关 of1(i). 
构造 f， N 一 R, 使 得 fCo7*C)) 关 flor1(2)), 则 与 for! = for! 蔬 
盾 , 从 而 推出 m = ao. 

最 后 证 明 9p 是 满 射 . Yrs E G, 3 or! € G, 使 得 


Por!) Coal! To 
综 上 所 述 ,p 是 G 到 G 的 同 构 ,因此 有 |G| = |1G1. 称 G 是 G 所 
诱导 的 涂 色 方案 集合 上 的 置换 群 . 


设 wx 是 C 中 的 置换 , 且 它 的 轮换 表示 式 是 


1 = {a mu Co。 me sr het -). 
clap) 个 轮换 


如 果 属 于 同一 个 轮换 的 数字 被 涂 上 同样 的 颜色 ,这 样 的 涂 色 方案 在 
rs 的 作用 下 是 不 变 的 ,所 以 它 属于 r。 的 不 变 元 素 . 另 一 方面 ,如 果 有 
一 种 涂 色 方案 使 得 mw 的 某 个 轮换 中 出 现 了 不 同 的 颜色 , 则 在 该 轮换 
中 必 有 两 个 相 邻 的 数字 具有 不 局 的 颜色 . 于 是 在 r。 的 作用 下 必得 到 
不 同 的 涂 色 方案 , 这 就 证 明了 在 rt, 作用 下 不 变 的 涂 色 方 案 数 ci(r. ) 
应 该 等 于 对 om 的 同一 轮换 涂 同 色 的 方案 数 , 即 


c(t ) 一 m 
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定理 9.8 设 D= {1;2,…,z2)}, 尺 一 11 2) ,及 对 万 的 所 

有 可 能 的 着 色 方 案 的 集合 为 5, 则 5 的 清单 是 
W = [wD) + wt2) + 十 wm) TT. 

证 ”上述 乘 积 展开 式 的 每 一 项 由 ”个 因子 组 成 ,它们 的 一 般 形 

式 是 
wi wi win) sia 12) 

这 正 是 着 色 方案 ff; 1Fri, 2hri… zi 的 权 . 所 有 的 着 色 方 案 
是 m* 种 ,正好 对 应 了 展开 式 的 me" 个 项 ,所 以 清单 

= DY wiDwiDwi) 一 [zol 十 人 十 让) 


定理 9.9 设 吕 = {1,2,…,n) ,R= (1,2，…:z) 将 万 划 分 成 
有 个 不 交 的 子 集 D1,D;,… ,Ds; 然 后 用 R 中 的 颜色 对 D 中 的 数字 着 
色 . 如 果 要 求 在 同一 子 集 中 的 数字 必须 着 同色 , 且 将 所 有 这 种 着 色 方 
案 构 成 的 集合 记 作 5, 则 5S 的 清单 是 
Ww =[rw(1) ml 十 ww (2) IP! 十 … 十 vw my) io!) 
。 [ww (1) D2 + wl2) 1 十 … 十 本 (op 


。 [wD + tw 2 + + whom) ]. 
证 ”上 述 笑 积 展开 式 中 的 项 都 是 如 下 的 形式 : 
wD Dw Ci) Dl ww)!, 
它 是 对 Di 中 的 数字 着 二 色 ,对 D; 中 的 数字 着 is 色 ,… ,对 Ds 中 的 数 
字 着 亏 色 的 着 色 方案 的 权 . 因为 鹿 ,i2，…,is 遍 取 了 所 有 可 能 的 颜色 ， 
共有 m* 种 方案 ,对 应 了 绞 积 展开 式 中 的 六 个 项 ,所 以 
Dw Dw 2) wi) 
就 是 3 的 清单 . 
ff 例 9.19】 投掷 五 个 仍 子 d1,4d;,ds,d4,ds, 有 和 多少 种 布局 使 得 
di,dzrds 的 点 数 相同 ,dds 的 点 数 相 同 ,并 且 总 和 为 19. 
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1 
MM 一 i p rim EAA . 
= [n+ (pp 1)n] = ~(n 一 nn 二 pn) 


因为 M 是 整数 , 且 p 整除 pr, 所 以 p 一 定 整除 mn? 一 nn 和 

下 面 我 们 考虑 Polya 定理 的 一 般 形式 一 - 带 权 的 Polya 定理 . 
当 我 们 需要 计算 带 有 某 些 限制 条 件 的 着 色 方案 数 ,或 者 需要 知道 具 
体 的 着 色 方 案 的 种 类 ,那么 就 要 用 到 带 权 的 Polya 定理 . 先 给 出 有 关 
权 的 概念 和 定理 . 

定义 9.4 设 PD= ti1;2,，… ,nn} 是 nn 个 数字 的 集合 ,R 一 {clyca， 
…"cn} 是 m 种 颜色 的 集合 . 对 于 任何 一 种 颜色 c ,mkc) 是 该 颜色 的 
权 . 设 f; D 一 R 是 一 种 着 色 方案 ; 则 称 该 方案 所 有 被 着 颜色 的 权 之 
积 为 该 方案 的 权 , 记 作 ww 有 , 即 


wf) = [wfe)). 
Em} 


【 例 9.183 设 D= {1,2,3,4},R 二 { 红 , 蓝 } ,给 定 颜色 的 权 为 
w( 红 ) 一 2,w( 蓝 ) = 3, 则 着 色 方 案 f; 1h> 红 ，2h> 蓝 ，3 > 红 ， 
4 > 红 的 权 

wf) = w( 红 )w( 蓝 )w( 红 )w( 红 ) 一 24. 
如 果 令 w( 红 ) = 红 ,w( 蓝 ) = 蓝 , 则 /的 权 
w( 放 一 红 蓝 红 红 ， 

其 实 这 就 是 方案 了 本 身 . 如 果 令 w( 红 ) 一 w( 茧 ) 一 1, 则 wtf) = 1. 

定义 9.5 设 S5 是 着 色 方 案 的 集合 , 称 S 中 所 有 着 色 方 案 的 权 之 
和 为 $ 的 清单 , 记 作 W, 即 

W = 2. 


在 例 9. 18 中 ,如 果 令 im( 红 ) = 红 ,w( 蓝 ) 一 蓝 , 则 任 一 着 色 方 
案 的 权 就 是 该 方案 本 身 , 所 以 清单 恰好 以 和 的 形式 给 出 了 所 有 的 着 
色 方 案 . 如 果 令 ww( 红 ) = z( 蓝 ) 二 1, 则 任何 一 种 着 色 方 案 的 权 都 是 
1, 这 时 清单 就 是 着 色 方 案 的 总 数 . 
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边 得 


zf fi) wl 2) 
| | 五 这 | 二 | 

在 同一 轨道 上 任何 方案 的 权 就 等 于 轨道 的 权 . 我 们 把 上 式 中 在 同一 
轨道 上 的 所 有 的 项 相 加 ,就 得 到 这 个 轨道 的 权 , 所 以 整个 式 子 正 好 是 
所 有 轨道 的 权 之 和 - 上 

在 定理 9. 10 中 如 果 规 定 所 有 颜色 的 权 都 是 1 时 ,那么 着 色 方 案 
的 权 也 是 1, 从 而 任何 轨道 的 权 也 是 1. 这 时 等 式 左边 就 计数 了 不 同 
的 轨道 个 数 , 而 右边 的 每 一 项 名 (01) 则 计数 了 在 cs 作用 下 保持 不 变 
的 着 色 方 案 个 数 . 这 时 定理 9. 10 就 变 成 了 Burnside 引 理 ,所 以 这 个 
定理 也 叫做 带 权 的 Burnside 定理 . 

定理 9.11 设 D= {1,2,…,n) 是 物体 的 集合 ,R = {1,2,…， 
m}) 是 颜色 的 集合 ,G = {91,0;,… ,0s} 是 了 上 的 置换 群 .对 于 任意 的 
着 色 方案 f€ R?,w(f) 是 的 权 , 则 所 有 不 同 的 着 色 方 案 胃 道 的 权 
之 和 是 : 


1 
[IG [ror Yew Vn) 
工 ta Coa)’2 02) ey Wn 2 
十 DE 
十 wl eT oe ], 
To 一 wt1) 十 w(2) 十 …" 十 wm), 


vw 二 Ww(17? 十 ww(2)? 十 一 十 wm)?， 
ro 二 W117 十 w(t2)” 十 十 wlm)", 
证 ”由 定理 9.10 和 1G| = |G| 知道 所 有 不 同 着 色 方 案 轨道 的 
权 之 和 是 
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解 令 D= {di,d;,d;,d,,d,). 将 也 划分 成 两 个 子 集 D 和 D,， 
其 中 D = (ad ds},D, = {d,d;s}. 令 颜 色 的 集合 R = {1,2,3,4， 
5,6), 并 且 规 定 对 任意 的 颜色 i,i 的 权 w(i) = 二. 不 难看 出 任何 一 种 
布局 就 是 一 种 着 色 方 案 ， 它 的 权 是 z 的 圭 :而 每 指数 就 是 该 布局 的 总 
点 数 . 由 定理 9.9 得 

芭 二 [Cz 十 (zx2)3 十 … 十 〔zs)3] 
“Lz 十 Cr)? 十 + Cx5)2]. 
上 式 中 xl 的 系数 是 2, 它 是 由 
CX) Cx)? TF Cr) Cx) 
而 得 到 的 ,这 就 给 出 了 两 种 可 能 的 布局 , 即 

Qi,dzsds 的 点 数 是 3,d 和 a 的 点 数 是 5， 

di,dsyds 的 点 数 是 5,d, 和 ds 的 点 数 是 2. 

下 面 给 出 带 权 的 Burnside 定理 和 Polya 定理 . 

定理 9.10 设 刀 是 物体 的 集合 , 尺 是 颜色 的 集合 ,S 是 着 色 方案 
的 集合 .C 一 {alycasmy2e)} 是 S 上 的 置换 群 . 对 于 任意 的 着 色 方 案 
7 E S, 了 的 权 记 作 ww(CA), 且 满足 下 面 的 性 质 ， 

wf) = wa))), k=1,2,.,g, 
即 在 同一 轨道 上 的 着 色 方 案 的 权 都 相等 . 设 关 于 巨 的 轨道 是 E, ,EE,， 
… :五 ,定义 帮 道 的 权 为 轨道 中 着 色 方 案 的 公共 权 , 即 
w(E) = wl i = 1,2,°,L. 


对 于 任意 的 oi € G, 令 如 (ze) 是 在 元 作用 下 保持 不 变 的 那些 着 色 方 
案 的 权 之 和 , 则 
. _1 一 
ZE) 可 人 wo， 


证 ”等 式 右边 的 每 一 项 凤 (m) 计数 了 在 去 作用 下 保持 不 变 的 

着 色 方 案 的 权 之 和 . 对 于 方案 f 来 说 ,wf) 在 右边 出 现 的 次 数 就 是 

G 中 使 得 了 保持 不 变 的 置换 个 数 |Z/| ,将 12Z7z| = IG171Ej| 代入 右 
324 


二 


[zz 十 m2 十 本 < me 


如 图 9.8 所 示 , 用 四 颗 珠 子 穿 


项 链 , 其 中 两 颖 蓝 色 ,一 颗 红 色 , 一 颗 黄 色 , 河 


令 D= {1,2,3,4},R { 蓝 ， 红 ， 


不 动 
道 时 针 旋 转 90" 
逆 时 针 族 转 180° 
道 时 针 旋 转 270% 


i 
由 = 二 1 
[3 Tv 
4 2 
过 a 
9.8 


以 1 和 3 为 轴 翻 转 180* 
以 2 和 4 为 办 翻转 180° 
以 ww 为 轴 翻 转 180” 


ic | 
从 而 得 到 了 定理 9.7(Polya 定理 ). 
【 例 9. 20】 了 
可 以 有 多 人 少 种 不 同 的 方案 ? 
证 
黄 }, 县 规定 
zu( 蓝 ) = 5, we( 红 ) 二 7+, w( 黄 ) 一 y. 
作用 于 也 上 的 置换 群 G 是 
G: ol = (1)(2)(3) (4) 
gs = (1 234) 
os = (13)(24) 
0 = (4321) 
as = (1)(3)(24) 
os = (2)(4)(13) 
or = (12)(34) 
os — (14)(23) 


且 


1 一 已 十 了 十 3 
二 如 十 让 十 yy， 


代入 定理 9. 11 得 


以 we 为 轴 翻 转 180° 


ro 一 上 迪 十 于 十 入， 
rs 一 绑 十 天 十 时 


W = Ct + ww + w+ wl + wh 十 wires 十 十 


= [wt 十 2zos 十 2rwfrwz 十 32w2] 


二 
8 
二 [CE 十 十 ?37 十 2 入 十 下 十 区 ) 
十 


2 人 十 rr 十 328( 姑 十 天 十 322 十 3 加 十 天 十 多 
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论 [ 芭 Co) 十 z(aa) 十 十 如 (6) OD 


其 中 wlos) 是 在 a 作用 下 保持 不 变 的 着 色 方案 的 权 之 和 . Yk € {1， 
2,-…,8}, 设 和 os 相对 应 的 置换 a 的 轮换 表示 式 中 有 上 个 轮换 , 即 
J: 一 TiY2*"" Tt,, 
由 定理 9.9, 在 a 作用 下 ee w《os) 等 于 
[wl "+ we) 十 … 十 zza)ia] 
ae Ne 十 ec 
a 十 Si 十 … 十 a 证 
其 中 上] 表示 m 中 的 元 素 个 数 , = 1,2,… ,i. 以 上 乘积 中 的 每 一 个 
因 式 具有 下 面 的 形式 
ws 一 wl 十 zw(2)' 十 十 wm 
而 zw 出 现 的 次 数 正好 是 mm 的 轮换 表示 式 中 阶 为 ， 的 轮换 个 数 , 即 
c《os 所 以 有 
tw (GL) eS LO sse cafoa 
把 所 有 的 多 (on) (一 1,2,…,g) 都 表 成 上 述 形式 并 代入 人 式 ,定理 
得 证 ， 
定理 9. 11 称 为 带 权 的 Polya 定理 . 如 果 令 所 有 的 颜色 的 权 都 是 
1, 则 在 定理 中 有 
Wm 
那么 定理 的 结果 就 变 成 


了》 { (Co) cy (ol (go), els) 
Wl m2)., sp2 no] 十 2m 2 tgp 2 2 7 人 


十 。 -十 ms m2 agra ]. 
因为 cj (602) 十 cz(cs) 十 … 十 clo) 就 是 oa 中 轮换 的 个 数 cCos) 导 一 
1 “2 s£. 化 简 上 和 式 得 
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习 题 九 


1. 在 1 和 10000 之 间 ( 包 括 1 和 10000 在 内 ) 不 能 被 4,5 和 6 整除 的 数 有 多 
少 个 ? 

2. 在 1 和 10000 之 间 ( 包 括 1 和 10000 在 内 ) 既 不 是 某 个 整数 的 平方 ,也 不 
是 某 个 整数 的 立方 的 数 有 多 少 个 ? 

3. 在 1 和 500 之 间 ( 和 包括 1 和 500 在 内 ) 不 能 被 7 整除 但 能 被 3 或 5 整除 的 
数 有 和 多少 个 ? 

4, 确定 S= {oo va 3:58,5:c,7，Qd} 的 10- 组 合 数 . 

5. (1) 确定 方程 zi 十 za 十 x 二 14 的 不 超过 8 的 非 负 整数 解 的 个 数 ; 

(2) 确定 方程 zi 十 rz 十 za 二 14 的 不 超过 8 的 正 整数 解 的 个 数 . 

6. 有 ?7 本 书 放 在 书架 上 , 先 把 书 拿 下 来 然后 重新 放 回 书架 , 求 满足 以 下 条 
件 的 放 法 数 ， 

(1) 没有 一 本 书 在 原来 的 位 置 上 ， 

(2) 至 少 有 一 本 书 在 原来 的 位 置 .上 ; 

《3) 至 少 有 两 本 书 在 原来 的 位 置 上 . 

7. 求 集合 {1,2,…,n} 的 排列 数 , 使 得 在 排列 中 正好 有 上 个 整数 在 它们 的 自 
然 位 置 上 ‘所谓 自然 位 置 就 是 整数 i 排 在 第 i 位 ). 

8. 定义 Po = 1, 用 组 合 分 析 的 方法 证 明 


站 | 二 (3D. + (*) p+ (5) ps + -+ (*)D. 


9. 证 明 D, 为 揭 数 当 且 仅 当 "为 奇数 . 

10. 求 多 重 集 S = {3 a, 4.6,2:c} 的 排列 数 , 使 得 在 这 些 排列 中 同类 字 
母 的 全 体 不 能 相 邻 ( 例 如 不 允许 appbpccaa ,但 允许 aabbbacbe). 

11. 证 明 &. 一 也. 十 站。 :- 

12. 从 一 个 4 X 4 的 棋盘 中 选取 不 在 同一 行 也 不 在 同一 列 上 的 两 个 方 格 ， 
问 有 多 少 种 方法 ? 

13. 证 明 棋 盘 多 项 式 的 性 质 ， 

(1) RC) = TR(C) + ROC) 

《2) RC) 一 RCC1)， (RC;) ,其 中 Ci 和 Cs 不 存在 公共 的 行 和 列 ， 
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一 玉 十 六 十 网 十 2r 十 Hy 十 如 ?十 riy 十 py t+ry’ 
十 28 十 282y2 十 2r2y2 十 262ry 十 22 盖 ? + 25ry2， 
上 式 中 ry 项 的 系数 是 2 ,因此 有 两 种 方案 . 图 9. 9 给 出 了 这 两 种 方 
案 的 项 链 . 


9.9 


【 例 9. 21〗 证 明 3 个 顶点 的 不 同 构 的 无 向 图 有 4 个 . 

证 设 D= 1{1,2,3} 是 一 个 正三 角形 的 边 集 ,R 一 { 黑 , 白 } 是 
颜色 的 集合 , 目 w( 黑 ) 一 5,xw( 白 ) 一 z* 如 果 一 条 边 着 黑色 , 则 这 条 
边 在 图 中 如 果 着 白色 ,就 从 图 中 去 挤 这 条 边 . 因此 不 司 构 的 无 向 图 
个 数 恰 好 等 于 在 G = 5， 作用 下 的 不 同 的 着 色 方 案 个 数 . 由 于 

人 一 {(1)(2)(3)，(1)(23)，(2)(13),(3)(12)。C123)，(132) )， 
代入 Ploya 定理 ,所 得 的 清单 是 


半 好 十 zo 呈 十 3 全 十 zz 十 ay 二 28 二 | 


一 一 十 vw? -十 bw 十 bev’. 
图 9. 10 给 出 了 相应 的 4 种 着 色 方 案 . 


b3 Tui biw nw? 


处 颜色 涂 色 N 中 数字 的 不 同 的 涂 色 方案 应 该 有 多 少 种 ? 

(2) 试用 方程 非 负 整 数 解 的 组 合计 数 模型 重新 求解 这 一 问题 ,并 证 明 两 种 
求解 方法 的 结果 是 一 样 的 . 

27. 有 一 个 正八 面体 ,每 个 面 都 是 正三 角形 ,用 两 种 颜色 给 八 个 面 着 色 , 姐 
困 八 面体 可 以 在 空间 任意 转动 , 同 有 多少 种 方案 ? 

28, 《1) 证 明 给 一 个 立方 体 的 八 个 项 点 着 黑白 两 色 的 不 同方 案 数 是 23， 

(2) 证 明 用 m 种 赢 色 给 立方 体 的 顶点 着 色 的 不 同方 案 数 是 


1 ,8 4 2 
24 (7 十 17x24 十 6117)， 


(3) 证 明 如 果 ” 是 正 整数 , 则 24 可 以 理 除 ze 十 17n 十 6rz。 
29， 如 图 9. 11, 了 T 是 一 棵 七 个 结 点 的 树 ,我 们 用 黑 
白 两 色 对 了 的 结 点 着 色 - 如 果 交 换 了 的 某 个 左 子 树 与 
右 子 树 以 后 ,一 种 着 色 方 案 fi 就 变 成 另 一 种 着 色 方案 
ff, 则 认为 f1 和 fz 是 同样 的 着 色 方案 . 问 不 同 的 着 色 
方案 有 多 少 种 ? 
30， 一 个 立方 休 可 以 在 空间 转动 ,用 黑白 两 色 对 
它 的 六 个 面 着 色 . 
(1) 若 村 求 三 个 面 着 黑色 ,三 个 面 着 白色 ,那么 不 同 的 方案 有 多 少 种 ? 
(2) 车 要 求 四 个 面 荐 黑色 ,二 个 面 着 白色 ,那么 不 同 的 方案 有 多 少 种 ? 
(3) 如 果 不 如 任何 限制 ,有 多 少 种 着 色 方案 ? 
(4) 证 明 用 m 种 颜色 给 立方 体 的 面 着 色 , 不 如 任何 限制 的 着 色 方 案 数 是 


直 Cm 十 3x4 十 121m3 十 81m2)。 


31. 用 普 种 颜色 对 一 根 8 尺 长 的 均 习 本 要 着 色 ,每 尺 着 一 种 颜色 ,如果 相 邻 
的 两 尺 不 能 着 同色 , 问 有 多 少 种 着 色 方 案 ? 


图 9.11 
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14- 计算 上 由 


15.。 有 4 个 人 .个 引 记 作 xyzayzrs 和 天 .有 5 项 工作 ,分 别 记 作 yi ,ys yy 
和 和 ys. 已 知 工 可 以 承 失 和 1 或 y3;X2 可 以 承担 yi 或 ysyzs 可 以 承租 yy 或 ys, 可 
以 承担 ys. 要 使 每 个 人 承担 一 项 工作 且 每 个 人 的 工作 都 不 相同 , 问 有 多 少 种 分 
配方 案 ? 

16. 排列 字母 A,B,C,D,E,F,G, 晶 ,如 果 要 求 既 不 出 现 BEC ,也 不 出 现 
CAD, 同 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

17. 把 15 个 人 分 到 3 个 不 同 的 房间 ,每 个 房间 至 少 一 个 人 , 问 有 多少 种 分 
法 ? 

18，(1) 有 1 和 1000000 之 间 ( 包 括 1 的 1000000 在 内 ) 有 多 少 个 整数 包含 
了 数字 1,2,3 和 4? 

(2) 在 1 和 1000000 之 间 ( 包 括 1 和 1000000 在 内 ) 有 和 多少 个 整数 只 由 数字 
1,2,3 或 4 构成 ? 

19. 写 出 $4 的 所 有 共 轿 类 的 轮换 指数 ,并 列 出 相应 于 每 一 种 轮换 指数 的 共 
罗 类 中 的 置换 . 

20. 设 o€ 5S, 的 轮换 指数 为 1322…n 证明 a 的 亲 侦 性 与 cs 十 ct 十 cs 十 
ee 一 样 . 

21. 证 明 在 轮换 指数 为 112%…n 的 共 斩 类 中 有 
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个 轩 换 ， 
22. 证 明 一- 一 一 一 一 一 1, 其 中 求 和 是 对 方程 十 2cs 十 … 
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十 ncs 一半 的 一 切 非 负 整数 解 来 求 . 

23- 写 出 54 的 所 有 不 变 置 换 类 . 

24. 设 NN 二 (1,2,…,n},G 是 NN 上 的 置换 群 ,对 于 任意 入 ,证 明 & 的 不 
变 置 换 类 Z 是 G 的 子 群 . 

25. 设 入 二 {1,2,…,n):G 是 N 上 的 置换 群 ,如 果 G 二 {(1)}), 那 么 用 区 种 
颜色 浴 色 入 中 数字 的 不 同 的 涂 色 方 案 应 有 和 多少 种 ? 

26. (1) 设 N = (11,2 on},G 是 和 N 上 的 狼 换 群 ,如 果 G 二 {5S.} ,那么 用 以 
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等 行 和 每 列 中 每 个 数字 恰好 出 现 一 次 , 则 称 这 个 矩阵 为 一 个 拉丁 方 ， 
7 称 为 该 拉丁 方 的 阶 . 
【 例 10. 2】 下 面 分 别 是 2 阶 ,3 阶 和 4 阶 的 拉丁 方 ， 


1 2 3 4 

2 

Pe 4 3 2 1 

2 1 。 2 1 4 3| 
4 1 


第 1 行 1 2 3 .…- 天 一 1 n 
第 2 行 7 1 2 .… n—~2 天 一 1 


第 z 行 2z 一 :十 2? 7 一 1 二 3 on 1 i | 


第 = 行 2 3 4 ，…- n 1 
构造 一 个 a 阶 拉丁 方 ， 按照 这 种 方法 ,第 7 列 的 数字 依次 为 7 一 1， 
1 一 "fj 十 1 不 难看 出 在 每 一 行 和 每 一 列 ， {1 2, "7 } 
中 的 任何 数字 恰好 出 现 一 次 . 下 面 的 7 阶 拉丁 方 


1 234 567 
7 1 3 4 5 6 
6 7 1 2 345 
A 了 工 汉 3 二 
456712 3 
345671 2 

3 45671 

就 是 按照 这 种 方法 构造 出 来 的 . 


定义 10.2 设 A= (tay),B 二 (6) 是 两 个 阶 拉丁 方 ,如 果 2 
个 有 序 对 《ai,6),i,jE€ {1 '2，,…,#} ,都 是 彼此 不 相等 的 , 则 称 4 与 
B 是 正 交 的 ， 
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第 十 章 ”组 合 设计 与 编码 


组 合 设计 也 叫做 块 设计 或 区 组 设计 ,主要 是 研究 实验 安排 . 请 看 
下 面 的 例子 . 

〖 例 10. 1 了 在 试制 某 产 品 的 过 程 中 需要 填 加 一 种 材料 , 填 加 的 
比例 可 能 是 10%% 一 13%% ,如 果 市 场 上 的 材料 有 4 种 ,分 别 记 作 1,2,3 
和 4, 为 了 比较 不 同 的 材料 及 不 同 的 填 加 比例 对 产品 性 能 的 影响 需 
要 做 16 个 样品 . 如 果 一 次 实验 可 以 同时 完成 4 个 样品 ,那么 可 以 有 
多 种 不 同 的 实验 方案 . 图 10. 1 就 给 出 了 两 种 不 同 的 实验 方案 . 


方案 1 方案 2 
贷 10.1 


显然 方案 2 比方 案 1 好 . 因为 每 次 实验 不 可 能 处 在 完全 相同 的 条 件 
下 ,方案 2 在 最 大 的 程度 上 减少 了 因 条 件 的 差异 对 结果 的 影响 ， 

通常 称 图 10. 1 中 的 表 为 区 组 设计 ,其 中 的 元 索 ( 例 如 1,2,3,4) 
称 作 点 ,设计 中 的 每 个 列 称 作 区 组 或 块 . 设 所 有 点 的 集合 为 P, 那 么 
每 个 块 吾 都 是 己 的 子 集 . 本 章 先 讨论 拉丁 方 (iarzrn Square) 一 种 
重要 的 区 组 设计 ,然后 讨论 上 设计 ,最 后 介绍 编码 理论 以 及 它们 和 区 
组 设计 的 关系 . 


§10.1 拉丁 方 


定义 10.1 由 数字 1,2…,n 构成 一 个 n Xz 的 矩阵 ,车 在 它 的 
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5 4 3 2 1 5 31 4 2 
4 3 2 1 5 425 31 
3 2 1 5 4 3 1 4 2 5 
2 1 5 4 3 2 5 3 1 4 
1 5 4 3 2 1 4 2 5 
肥料 4 肥料 8 


5,57 《4,3 (3,]» 《2:4》 {1,2 
(C447 C352) (2157 (11,3> 《5y1》 
AB |(3,.3» (2,1) ‘<1,4) 《5 2》 《4+5》 
22) (1.5) {5,3) (4d1l» (‘3,4) 
1 (5,4) {4;2) (3,5) (2.,3) 
10.2 


定义 10.3 设 下 为 有 限 域 ( 见 $4,1), 对 任意 a,6 EE 玉 , 称 有 序 

对 ka, 是 点 . 对 于 任意 c,d,e E F,c,d 不 全 为 0, 称 集合 
S= {ry)|T,y€EFAcr+t+dyie = 0} 
为 线 或 所 确定 的 线 . 线 S 可 以 简 记 为 cx 十 dy 十 e = 0. 

【〖 例 10.53 设 F = {0,1), 则 
《0.0),《0,1),《1,0),《1,1) 是 FF 上 
的 点 ,而 

工 二 0,y 二 00,7 二 1,y 二 1， 

并 十 yy 一 0:,z 十 ?一 1 
是 下 上 的 线 . 上 所 有 的 点 和 线 如 
图 10. 3 所 示 ， 

设 FF 为 有 限 域 ,cz 十 dy 十 e 103 
一 0 是 已 上 的 一 条 线 , 则 c,ad 不 全 为 0. 若 了 天 0, 则 有 

dier+y+d le=0. 


即 
y=— dlcr— die. 
车 a 一 0, 则 < 天 0, 原 方程 化 为 < 工 十 e 一 0, 则 
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〖 例 10.3J 设 4,8,C 是 三 个 4 阶 拉丁 方 , 其 中 


I 4°3 2 1 4 2 1 3 
A=|2 341 p=|3412| cl312 4 
3 4 1 2 2 1 4 3 2 4 3 1 
人 1 2 3 1 3 4 

那么 有 


称 4,B8 和 和 B,C 为 拉丁 方 的 并 置 . 其 中 BB 和 CC 是 正 交 的 拉丁 方 ,而 4 
和 B 不 是 正 交 的 . 

正方 的 拉丁 方 在 实验 设计 中 有 着 重要 的 应 用 . 请 看 下 面 的 例子 . 

【 例 10. 4〗 设 有 丙种 肥料 4 和 五 ,每 种 可 能 使 用 的 量 分 别 为 1， 
2,3,4 和 5, 则 两 种 肥料 的 用 量 组 合 有 25 种 . 假设 施用 肥料 的 实验 田 
是 正方 形 的 ,并 被 划分 成 5 行 5 列 的 25 块 小 正方 形 . 为 了 减少 土壤 条 
件 的 影响 ;要求 每 行 和 每 列 每 种 肥料 至 多 施用 1 次 , 问 应 该 怎样 安排 
试验 ? : 

解 ” 肥 料 A4 和 BB 分别 按照 两 个 正 交 的 拉丁 方 施用 邑 可 . 图 10. 2 
给 出 了 一 种 方案 . 

为 了 研究 构造 正 交 拉 丁 方 的 方法 ,我 们 需要 一 些 有 限 域 上 的 有 
限 几 何 的 知识 . 
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上 的 方程 有 x 个 ,所 以 不 同 的 线 数 是 n? 十 xn. 

(3) 任 取 A4P(F) 中 的 一 条 线 . 若 该 线 的 方程 是 y = mz 十 5,m， 
6b EF, 则 任意 给 定 工 E FF, 必 存在 唯一 的 y 与 之 对 应 , ‘x,y) 就 是 这 
条 线 上 的 一 个 点 .7z 有 x 种 可 能 的 取 值 ,得 到 nn 组 (x,y), 即 线 上 有 x 
个 点 . 若 该 线 的 方程 为 工 一 上 ,对 任意 的 y € FF,(&,y) 都 是 该 线 上 的 
点 ,y 有 闫 种 取 值 ,所 以 这 条 线 上 恰 有 ?= 个 点 . 

《4)》 任 取 A4P(F) 中 的 一 点 a,c), 则 z= 二 a 是 一 条 过 {a,c) 的 线 . 
考虑 y = 二 mz 十 5 形式 的 线 , 若 这 种 线 过 《a,c) 点 , 则 必 满 足 等 式 c 一 
ma 十 5. 对 于 任意 给 定 的 mx €€ 玉 ,可 唯一 地 确定 5, 共 有 种 mm,6 满足 
等 式 , 对 应 于 条 过 (a,c) 的 线 . 于 是 过 (a,c) 的 线 共 有 十 1 条 . 

〖 例 10.6】 设 F = {0,1,2}), 根 据 定理 10.2, 仿 射 平面 AP(F) 
上 有 3: 一 9 个 点 ,3: 十 3 一 12 条 线 ,每 条 线 上 怡 有 3 个 点 ,每 个 点 恰 
在 4 条 线 上 .请 看 网 10. 4. 
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二 一 一 Cle。 


所 以 天 上 的 线 具 有 下 述 形式 
3 一 MX 十 4 或 工 一 大， 

其 中 加 E F. 称 mx 为 线 y = mz 十 二 的 斜率 . 

设 所 和 疡 为 环 上 的 线 , 若 和 忆 没 有 公共 点 , 则 称 辐 和 疡 是 平 
行 的 . 假设 并 和 zz 的 方程 分 别 为 y = mz "一 2 文 十 bs, 则 ti 与 
人 ;平行 当 且 仪 当 w 一 ms 且 b 关 bz. 这些 结果 很 容易 由 有 限 域 的 知识 
加 以 证 明 , 在 此 不 再 著述 . 

定理 10.1 设 F 为 有 限 域 , 则 上 的 点 和 线 满足 下 面 的 性 质 : 

(1) 过 上 任意 两 点 可 确定 一 条 线 ; 

(2) 任 给 下 上 的 点 PP 和 线 1, 若 P 不 在 1 上 , 则 存在 Ff 上 的 线 ， 
”过 尸 且 平行 于 忆 | 

C3) 存在 4 个 点 ,其 中 任意 三 点 都 不 在 同一 条 线 上 . 

证 《1) 和 (2) 的 证 明 留 作 练习 . 

(3) 由 于 |F| 之 2, 存在 0,1 EF, 且 0 关 1. 则 (0,0),(0,1)， 
“1 0， 1 1 是 4 个 点 .其 中 任何 两 点 都 可 以 确定 一 条 线 ,而 剩 下 的 
两 个 点 都 不 在 这 条 线 上 . a 

定义 10.4 设 F 为 有 限 域 , 称 上 的 点 和 线 所 构成 的 有 限 几 何 
为 F 所 确定 的 仿 射 平面 , 记 作 AP(F). 

关于 仿 射 平面 AP(F) 有 下 面 的 定理 . 

定理 10.2 设 下 是 有 限 域 ,|F| = nn, 则 A4P(F) 满足 

(1) 点 数 为 n?， 

(2) 线 数 为 n? 十 n， 

(3) 每 条 线 上 恰 有 ?个 点 

《4) 每 个 点 恰 在 2 十 1 条 线 上 ， 

证 〈1) 由 于 |F|= 二 x, 则 |F XX 下 | 一 ,所 以 点 数 为 7. 

(2) 每 条 线 由 方程 y 二 mz 十 5 或 z= 二 确定 .由 于 mx,6 各 有 xn 
种 取 值 , 形 为 y = mz 十 5 的 方程 有 ww 个 .而 有 7 种 取 值 , 形 为 z = 
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根据 定理 10. 4 和 10. 3 不 难得 到 构造 正 交 拉丁 方 的 方法 . 

〖 例 10.7】 令 F= {0,1,2), 则 在 AP(C(F) 中 有 两 个 斜率 不 为 0 
的 线 平行 类 ,斜率 为 1 的 线 平行 类 Al== {y 一 Xx,y= 二 十 1,3 王 工 十 
2} 和 斜率 为 2 的 线 平行 类 A, = {y 一 2x,y 一 2X 十 1,y 一 27 十 2}， 
4 和 A; 分别 确定 了 两 个 3 阶 拉丁 方 工 和 工 ;, 其 中 


3 2 1 3 1 2 
Zi 一 |2 1 3|， =|2 3 1|. 
1 3 2 1 2 3 


它们 是 正 交 的 ， 

对 于 有 限 域 ,|F| = n 之 3, 通 过 仿 射 平面 4PLF) 中 的 线 平行 
类 可 以 构造 出 = 一 1 个 两 两 正 交 的 x 阶 拉丁 方 .而 下 面 的 定理 告诉 我 
们 ,通过 这 种 方法 得 到 的 n 一 1 个 拉丁 方 恰好 是 所 有 的 两 两 正 交 的 
阶 拉丁 方 . 

引 理 设 I 和 上 是正 交 的 xn 阶 拉丁 方 ,o = 
[1 2 下 是 元 置换 , 令 o(L) 表示 在 工 中 用 性 代替 jj 一 
1,2,…,z) 以 后 所 得 到 的 结果 , 则 oC) 也 是 一 个 n 阶 拉丁 方 , 且 与 
zz 正 交 . 

证 易 见 olL) 是 一 个 阶 拉丁 方 . 假设 ot) 与 Lz 不 是正 交 
的 , 必 存 在 佐 ,j 出 现在 c(ZD), 工 : 并 置 的 两 个 位 置 , 从 而 推出 4 人 7 
必 出 现 于 工 , ,Ls 并 置 的 同样 的 两 个 位 置 . 这 与 工 与 乙 : 是 正 交 的 相 矛 
盾 . 有 

定理 10.5 ” 设 工 1,L,…,L4 是 两 两 正 交 的 n 阶 拉丁 方 , 则 二 
天 一 工 . 

证 ”对 LG = 1,2,…,k) 选择 元 置换 6, 使 得 ol(Li) 的 第 一 
行为 1,2,…,n. 根据 引 理 ,ai(Ei) ,02CL2),… ,oilI4) 必 是 两 两 正 交 
的 .将 o.(Li) 的 第 二 行 第 一 列 的 元 素 记 为 zx 型 ,一 1,2,…,&. 易 证 对 
任意 的 ij E (1 2) 天 7 有 了 呈 天 区 .假若 不 然 有 < 全 一 了 和 
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定义 10.5 设 下 为 有 限 域 ,A 是 AP(F) 中 所 有 的 线 构 成 的 集 
合 , 尺 是 4 上 的 二 元 关系 ;对 于 任意 的 71 ,ls € 丰 ,iRis 司 开 是 i 或 几 
二 平行, 则 RR 是 4 上 的 等 价 关 系 . 称 关 于 尺 的 等 价 类 为 线 的 平行 


下 面 考虑 正 交 拉丁 方 的 构造 问题 

定理 10.3 设 廊 = {a 一 0,as 二 1,43,…,an) 是 有 限 域 , 旦 an > 
3. 任 取 ar EE 下 ai 天 0，, 则 

{y 一 aiz 十 ai|j = 1,2,°* ,7} 

确定 了 AP(F) 中 的 一 个 线 平行 类 . 将 线 y = wz 十 a; 上 的 点 标记 为 
73J7 一 1,2,…,n, 则 该 平行 类 中 所 有 点 的 标记 构成 一 个 拉丁 方 . 

证 由 定理 10. 2, 对 于 给 定 的 aoei E Fa 关 0, 线 y= 二 az 十 
4; 上 恰 有 个 点 .这 x 个 点 的 入 坐标 构成 了 下 中 的 全 体 元 案 , 纵 坐标 
也 构成 了 五 中 的 全 体 元 素 , 即 AP(F) 上 的 每 行 每 列 恰 含有 1 个 点 . 
这 就 证 明 在 标记 阵列 中 每 行 每 列 栓 含有 工 个 六 由 于 平行 类 {y = ax 
二 ajli 二 1,2,…,n) 中 有 ?条 彼此 不 交 的 线 ,分 别 对 应 于 了 一 1 ,2， 
… ,因此 1,2,… 中 的 每 个 数 在 标记 阵列 中 的 每 行 每 列 恰好 出 现 
1 次 ， 民 

定理 10. 4 设 F 为 有 限 域 ,并 且 IF| 之 3. 令 蕊 ,Li,…,L,-1 是 
对 应 于 4AP(F) 中 一 1 个 斜率 不 为 0 的 线 平行 类 的 拉丁 方 , 则 YL， 
Liiyf €E (1,2,0 nC— 1},i 关 jj, 上 种 工 ; 是 正 交 的 . 

证 设 F= {a 一 0as 二 11,4s3,… sar} ,AP(F) 的 两 个 线 平行 
类 4 和 4， 的 斜率 分 别 为 mm 和 m,n 和 7 都 不 为 0 且 zm 天 zs， 对 
应 于 4, 和 A 的 两 个 拉丁 方 分 别 为 LI 和 工 . 假若 工 和 工 ; 不 是 正 交 
的 , 则 存在 有 序 对 Gi ,7 ,i,jE€ {1,2,…,n) ,出现 于 ,Ls 并 君 的 两 个 
位 置 , 即 如 果 i 出 现 于 工 ,的 两 个 位 置 , 则 ;出现 于 工 , 中 同样 的 两 个 位 
置 . 由 定理 10. 3 的 证 明 可 知 在 仿 射 平面 AP(F) 中 线 y 二 mz 十 au; 和 
》 三 M2zX 十 &j 必 交 于 两 点 .这 与 定理 10. 1 中 两 点 确定 一 条 线 相 牙 盾 . 
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《3,B1» 《2， 召 :》 《1] , 吾 :》 
C= |(2,.B. 《1 Bi (3,B,»|. 
(1,B) (3,B1) (2,B.» 
类 似 地 ,由 A; 和 B。 可 以 构造 另 一 个 12 阶 的 方 阵 Cz. Cl 和 Cs 的 各 项 
都 是 i, 站 形式 ,其 中 i 二 1,2,3,j = 1,2,3,4. 然后 对 这 12 个 有 序 对 
分 别 标记 整数 1,2,… ,12, 使 得 不 同 的 有 序 对 的 标记 也 不 相同 ,从 而 
得 到 两 个 标记 阵列 Li 和 工 ;. 由 阵列 C 和 Cs 的 梅 成 可 知 , 它 的 每 行 每 
列 的 有 序 对 不 是 第 一 个 元 素 不 等 就 是 第 二 个 元 素 不 等 ,因此 在 每 行 
和 每 列 中 每 个 有 序 对 恰好 出 现 一 次 . 这 就 证 明了 Z 和 工 ; 都 是 拉丁 
方 . 
下 面 证 明 Li 和 Ls 是 正 交 的 . 假若 不 然 , 则 存在 有 序 对 《u,v)， 

《ws,t)) 出 现在 Cu,C: 并 置 的 两 个 位 置 . 根据 Cl 和 和 C。 的 构成 可 知 或 者 
有 (zz) 出 现 于 4A1,4; 并 置 的 两 个 位 置 或 者 有 (vw,t》 出 现 于 Bi，,B; 
并 置 的 两 个 位 置 ,这 都 和 41,A; 以 及 B1,B; 的 正 交 性 矛盾 . 

不 难看 到 ,这 种 构造 高 阶 正 交 拉丁 方 的 方法 是 普遍 适 用 的 . 对 于 
正 整 数 =”， 

二 pipr" pr 

为 的 素 因 子 分 解 式 , 其 中 ;为 素数 ,a: € 2 一 1 2 如 果 不 
存在 ps 二 2, 那么 对 任意 的 i 二 1,2,…,t, 都 存在 正 交 的 pr 阶 的 拉丁 
方 . 使 用 上 面 的 构造 方法 , 可 顺序 构造 出 prpz 阶 ,ptip2ps,…， 
pzp2…p 阶 正 交 的 拉丁 方 .这 就 证 明了 只 要 半 不 是 某 个 奇数 的 2 倍 
都 可 以 构造 出 = 阶 的 正 交 拉丁 方 . 

进一步 的 研究 已 经 证 明 , 如 果 n 是 某 个 奇数 的 2 倍 , 但 nn 取 2 和 
6, 也 存在 着 n 阶 的 正 交 的 拉丁 方 ,并 且 给 出 了 构造 的 方法 . 限于 篇 
幅 , 这 里 不 再 加 以 详细 介绍 . 


$10.2 十 设计 


本 节 主 要 研究 不 完全 的 设计 . 先 引 入 一 些 基本 概念 . 
定义 10.6 设 X 3 {Xx aT2s°°" ;To} 是 点 的 集合 ,B 一 {B, ，,B;，, 
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二 tt， 则 有 序 对 (t,t)》 出 现 于 a.(L),o,(L,) 并 置 的 第 二 行 第 一 列 和 第 
一 行 第 上 列 的 两 个 位 置 ,与 o;(ZL) ,oj(L)) 是 正 交 的 相 了 矛盾. 由 于 Ei 
…z 风 彼此 不 等 ,是 它们 都 不 为 1, 至 多 只 能 有 #* 一 1 个 ;从 而 证 明了 
kn 1. 

回顾 8$ 4. 3C 有 限 域 上 的 多 项 式 环 ) ,我 们 已 经 知道 ,对 于 任何 正 
整数 ,存在 着 有 限 域 F(IFi 二) 当 且 仅 当 = 是 某 个 素数 的 者. 因此 
当 n 二 p', 记 为 素数 且 之 3 时 ,可 以 利用 仿 射 平面 4P(CF) 构造 一 
1 个 两 两 正 交 的 阶 拉丁 方 . 对 于 其 它 的 n, 当 nn 二 2 或 6 时 ,不 存在 
着 正 交 的 拉丁 方 , 剩 下 的 =” 都 存在 着 正 交 的 拉丁 方 . 下 面 给 出 一 种 方 
法 ,可 以 从 一 对 x 阶 正 交 的 拉丁 方 和 一 对 ns 阶 正 交 的 拉丁 方 构造 出 
一 对 ninz 阶 的 正 交 拉丁 方 . 请 看 下 面 的 例子 . 

设 ni 一 302 CO 4,41,A, 是 一 对 3 阶 的 正 交 拉丁 方 ;如 ,Bz 是 一 
对 4 阶 的 正 交 拉丁 方 . 


入 光 = 
“1 dl “=| dl 
3 六 1 2 3 
| 4 2 13 
B3412 al1s24 
2 143 A 
起 134 2 


如 下 构造 12 阶 正 交 的 拉丁 方 . 对 于 4, 中 的 每 一 项 <, 用 下 面 的 4X4 
阵列 来 代替 

a4) (a,3) 《(a2》 (a,1) 

24,3) 《ay4》 《ay ly 《ay2》 

a2) {asl) (a,4) (a,3})|’ 

《ay 1 {2,2) {as3) (a,4) 

从 而 得 到 一 个 12 阶 的 方 阵 C， 
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定义 10.7 设 生 二 {ziyz2osnn: Tso),B 一 (Bi,Bs,…sBs} 是 六 
的 子 集 族 ,和 和 瑟 构 成 一 个 上 (天 ,A) 设计 , 则 这 个 t- 设计 的 相交 矩 
阵 M == (oj) 是 "行列 的 (0-1) 矩阵 ,其 中 


1， 车 zz; € B;， 
ij 二 
0, 若 式 ;人 & B,. 
【 例 10.93 例 10.8 中 的 头 两 个 + 设计 的 相交 矩阵 分 别 是 : 
1 .0 0 0 1 0 1 
1] 1 0 0 0 1 0 
1 0 0 1 
v0 1 1 0 0 0 1 
1 1 0 0 
9 1 0 1 1] 0 0 0|， 
0 1 1 0 
0 1 0 1 1 0 0 
0 1 1 
0 0 1 0 1 1 0 
0 0 0 1 0 1 1 
(1) (2) 


定义 10.8 (0) 二 v 的 2-(w,k, 科 设计 称 为 均衡 的 不 完全 的 区 
组 设计 (Balanced Incompleted Block Design) ,简称 BIBD. 

《2) 5 二 vv 的 t-(v,k,4) 设计 称 为 方 设计 或 对 称 设计 . 

(3) 1 一 工 的 如 1) 设计 称 为 Steiner 系统 ， 

(4) 4 二 1 的 对 称 的 BIBD 称 为 射影 平面 . 令 n 一 上 一 1, 称 mn 为 
该 射影 平面 的 阶 . | 

【使 10. 103 例 10.8 中 (C2) 的 设计 是 一 个 BIBD. (1) 和 (2) 的 设 
计 是 对 称 设计 . (2) 和 (3) 的 设计 是 Steiner 系统 . 而 (2) 的 设计 是 射 
影 平面 ,实际 上 它 就 是 Fano 平面 ,是 唯一 的 2 阶 射影 平面 . Fano 平面 
的 定义 如 下 : 

设 久 = {0,1,…,6})， 

B= {{rz,tB1,TrBI3|lr € XX}. 
其 中 旬 为 模 7 加 法 . 则 及 ,B 构 成 一 个 2-(7,3,1) 设计 .图 10.7 就 是 
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…,，B,} 是 XX 的 于 集 族 , 称 为 块 的 集合 ,其 中 |B;| = ,i 二 1,2,… ,6b. 
如 果 对 于 节 的 任何 :元 子 集 T(4 实 z) 恰好 存在 着 4 个 块 与 工 中 所 有 
的 点 都 相交 , 则 称 基 和 8B 构 成 了 一 个 cv 个 点 , 块 大 小 为 ,指数 为 4 的 
{设计 , 简 记 为 t-(v,k,2) 设计 . 

{ 例 10. 8] 

(1)X= {1,2,3,4}, B= {{1,2},{2,3},{3,4),{4,1}}, 风 下， 
B 构成 一 个 1-(4,2,2) 设计 ; 

(2) X= {1,2,3,4,5,6,7}, B= {{1,2,4}, {2,3,5},13,4,6), 
{4,5,7},{5,6,1),{6,7,2},{7,1,3})}), 则 ,B 构成 一 个 2-(7,3,1) 
设计 ; 

(3) 设 X 为 完全 五 边 形 天 ,的 边 集 ,图 10. 5 中 三 种 类 型 的 边 集 作 
为 坪 , 则 (1) 型 块 有 | 5] = 5 块 ,(2) 型 央 有 |[ 5] = 10 块 ,3) 理 块 有 


3| 5 = 15 块 ,共计 30 个 块 , 任 取 天 ,的 3 条 边 e ,esves, 在 同 构 的 意义 


下 可 能 的 取 法 如 图 10. 6. 在 情况 Ca) ,这 3 条 边 只 能 与 (1) 型 的 一 个 
块 相 交 . 在 情况 (8) ,这 3 条 边 只 能 与 (3) 型 的 一 个 块 相交 . 在 情况 (c) 
和 (dQ), 这 3 条 边 只 能 与 (2) 型 的 一 个 块 相交 . 所 以 芒 和 这 30 个 块 的 
集合 B 构成 一 个 3-(10,4,1) 设计 ， 


ey 


(2) (3) 
图 10.5 
(a) Cb)y (cy (d) 
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推论 3 设 刀 为 一 个 一 阶 的 射影 平面 , 则 
2 一 2 十 2 十 1. 
证 ”由 于 射影 平面 是 一 个 对 称 的 BIBD ,由 推论 2 有 
ho — 1) = kk — 1). 
将 4 二 1,n = 二 & 一 1 代入 ,命题 得 证 . a 
定理 10.7 设立 ,B 构 成 一 个 i-(v,k,) 设 计 , 则 对 任意 的 i ,0 过 
i < 与 天 的 一 个 给 定 的 : 子 集 的 所 有 点 相交 的 块 数 是 


号 (10. 2) 


t—{ ft—i 
证 设 4 是 X 的 一 个 ? 子 集 , 即 |4| =i. 取 六 的 一 个 1: 子 集 
了 ,使 得 4 己 T. 令 Bj; 是 与 工 的 所 有 点 相交 的 块 ,计数 有 序 对 (了 T,B,》 


的 个 数 .一 方面 : 子 集 数 为 | ”一 ;| ,与 菜 个 荆 相交 的 块 数 为 所 以 
不 同 的 有 序 对 (7,B, 有 4 对” 个. 另 一 方面 ,与 4 中 所 有 的 点 相 


t—t 
交 的 块 数 为 b;, 而 对 每 个 块 , 从 中 选 出 :个 点 并 使 得 4 的 i 个 点 在 内 的 
方法 有 (“一 中 种 ,所 以 及 | “一个 不 同 的 有 序 对 (TB,). 等 式 
得 证 . | 
推论 1 设 XX,B 构成 一 个 2-tv :大 ;4) 设计 , 则 与 XX 中 一 个 点 相 
交 的 块 数 r 满足 
(1) Am OO— 1) = rk Oo 1); (10. 3) 
(2) bk = wr. (10. 4) 
证 (1) 将: = 2,i = 二 1 代入 10.2 式 得 


-=6 oA /= D/L. 


,A 
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Fano 平面 的 示意 图 . 图 上 的 点 就 是 X 
中 的 点 .而 每 条 线 是 BB 中 的 块 ,其 中 有 6 
条 直线 ,分 别 对 应 块 10,1,3}), {2,3,5}， 
143,4,6}, {4,5,0), {5,6,1}, {6,0,2}. 6 3 
另 一 条 是 以 0 为 圆心 的 圆 , 对 应 于 块 
{1,2,4}. 图 10.7 
下 面 的 定理 给 出 了 一 个 t-(v,k,4) 设计 存在 的 必 训 条 件 . 
定理 10.6 一 个 tf-(v,&,2) 设计 存在 的 必要 和 茶 件 是 


sl*)= ?| (10. 1) 


证 设 集合 X 和 六 的 子 集 族 B 构 成 :-(w,k,4) 设计 .对 于 累 的 
二 元 子 集 T, 做 有 序 对 (TT,B,) ,其 中 B; 是 与 工 中 所 有 的 点 相交 的 块 . 
用 两 种 方法 计数 所 有 的 有 序 对 ‘TT,B,). 一 方面 ,不 同 的 工 子 集 数 为 


| ,与 某 个 工 子 集 相交 的 块 数 为 4, 故 有 序 对 数 为 i| "| 另 一 方面 ， 


B 中 有 个 块 ,而 每 个 块 怡 与 《| 个 全 子 集 相交 , 故 有 序 对 数 为 


me 
推论 1 1-(v,*,4) 设计 满足 到 二 和 v. 
证 将 tz = 1 代入 10.1 式 即 可 . 四 


推论 2 设 万 为 一 个 对 称 的 BIBD , 则 
Atv 一 1) 一 到 (下 一 1)。 
证 将 t= 二 2 代入 10.1 式 得 


sz)— 42] 


Bklk — 1) = wv — 1). 
由 于 6 二 v, 则 等 式 得 证 . I 
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即 


由 于 寻 是 BIBD 的 相交 矩阵, 必 有 4 个 块 与 {zi,zxj;} 相交 ,所 以 当 i 关 
7 时 在 Ma 的 i 行列 元 素 为 4. 是 
定理 10.8 设 孔 是 一 个 BIBD, 则 5 守 v. 
证 ”由 于 局 是 BIBD,v 省, 由 10.3 式 有 r+ 放 久 
假设 56 二 v, 在 矩阵 可 中 加 上 wv 一 5 个 全 0 的 列 ,得 到 一 个 v 行 wv 
列 的 方 阵 M1. 易 见 Ma = MMT. 令 detA 表示 4 的 行列 式 , 则 有 
detMMT = detMIMT = detM . detMT = 0. 


由 引 理 有 
7”r A A 1 A 
A rr A 4 A 
detMMr=det | “ 7 
A 1 r A 
A A 4 A er 
rr A—r A—r A—r A—r 
A 站 一 从 0 0 0 
A 0 r—A 0 0 
一 det | 4 0 0 r—A 
A 0 0 0 
A 0 0 # 一 
rr 十 (wv 一 1)4 0 0 0 0 
A rr 一 处 0 0 0 
A 0 六 一 从 0 0 
一 det A 0 0 六 一 多 0 
A 0 0 0 0 
| 0 0 六 一 


得 
b= htv — 1)/kCk — 1). 

将 10. 3 式 代 入 等 式 得 证 . 有 
推论 2 若 鲜 ,B 构成 一 个 2-(v,3,1) 设计 (Steiner 三 元 系统 )， 


则 
(1)r= (vw— 1)/2. (10. 5) 
(2) b= vv 一 1)76. (10. 6) 
证 (11) 将 二 3,4 二 1 代入 10.3 式 即 可 . 
(2) 将 = 二 3 和 10.5 式 代入 10.4 式 即 可 . a 


推论 3 若 下 ,B 构成 一 个 2-(v,3,1) 设计 (Steiner 三 元 系统 )， 
则 vw 只 可 能 等 于 3,6n 十 1 或 6n 十 3, 其 中 是 菜 个 正 整 数 . 

证 ”由 10.5 式 得 v == 2r 十 1,r EZ+, 因 此 必 有 w 守 3 且 v 是 
坷 数 , 即 m 夫 4,62z,6z 十 2 和 6n 十 4. 

车 v== 6n 十 5,n EN, 则 由 10.6 式 得 6 二 10/3 十 n',n' 是 整数 ， 
与 5 是 整数 牙 盾 . a 

可 以 证 明 推 论 3 的 条 件 是 Steiner 三 元 系统 存在 的 充分 必要 条 
件 . 限于 篇 幅 ,不 再 鳌 述 . 

下 面 的 定理 给 出 了 BIBD 存在 的 男 一 个 必要 条 件 (Fisher 不 等 
式 ) ,为 此 我 们 先 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 ” 设 和 = (zz yzo), 卫 一 {1BiB… Bo) 构成 一 个 
BIBD,M 是 该 设计 的 相交 矩阵 ,Miz 为 M 的 转 置 , 则 在 矩阵 MA 的 主 
对 角 线 上 的 元 素 都 是 7 ,其 它 的 元 素 都 是 X. | 

证 令 必 = (aa 一 (ci). 对 任意 ;一 1,2,…,v， 

XiEBOa =1 且 a:=1 合 在 MM7 的 ;i 行 i 列 位 置 加 一 个 1. 
由 于 与 z; 相交 的 块 数 是 7, 所 以 在 MMT 的 i 行 i 列 元素 也 是 7x. 

对 任意 的 i,7 二 1,2,"… ,vi 关 Jj， 

TsTj EE Bas =—=lHa;s=1 
写 在 MM 的 ; 行 了 列 的 位 置 加 一 个 1. 
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因此 恰 有 BB 中 的 4 个 块 与 工 相 交 . 和 任 取 其 中 的 块 B), 则 IT 生 B8,, 且 B' 
三 B; 一 了 与 7T' 相交 . 从 而 证 明 B' 中 有 4 个 块 与 T' 相交 . 假若 有 另 
外 的 块 Bi€ B' 也 与 相交 ,那么 BiUT= Bi 也 与 相交 , 则 与 
相交 的 块 数 至 少 为 4 十 1, 与 是 :i-(v,k,4) 设计 了 矛盾 . 
定义 10.9 令 叉 ,B,T,D,X!',B' 如 定理 10.9 所 述 ; 则 基 和 BB 
构成 的 圭一 站 -Co 一 5 天 一 2 人) 设计 称 为 五 导出 的 设计 , 记 作 Dj. 

〖【 例 10.12〗 设 X 王 112 ,10): 吴 中 有 30 个 块 ,依次 列 在 下 
边 : 

{1,2,3,9},{1,2,4,6},{1,2,5,8},{1,2,7,10},{1,3,4,8})，, 

{1,3,5,10},{1,3,6,7},{1,4,5,7},{1,4,9,10}, {1,5,6,9}, 

{1,6,8;10), {1,7,8,9},{2,3,4,10}, {2,3,5,7), {2,3,6,8}, 

{2,4,5,9},{2,4,7,8),{2,5,6,10}), {2,6,7,9}, {2,8,9,10}， 

{3,4,5,6},{3;4,7,9},{3,5,8,9},{3,6,9,10},{3,7,8,10})，, 

{4,5,8,10}, (4,6,8,9},144,6,7,10},{5,6,7,8},{5,7,9,10}， 
则 六 ,B 构成 一 个 3-(10,4,1) 设计 D, 令 了 二 {10}, 则 

X' = {1,2,.,9}, 

B’ = ({1,2,7},(1,3,5},{1,4,9},{1,6,8},(2,3,4}, {2,5,6}, 
。 {1218,9},13,6,9},{3,7,8}), {4,5,8}, {4,6.,7},{5,7,9}} 

构成 一 个 2-(9,3,1) 设计 ,是 了 导出 的 设计 . 

引 理 设 了 = {TisT2 ss Tu 五 一 [有 Be 五) 构成 一 个 对 
称 的 2-C(v,,4) 设计 , 则 对 任意 的 B;,B; € B,i 关 j,B, 与 B) 恰 含有 
4 个 公共 点 . 

证 ” 任 取 B,€ B, 设 4) 是 除 B; 以 外 与 B; 有 j 个 公共 点 的 块 的 
个 数 ,1 委 了 委 天 , 刚 

Pa;=w —1. OD 


了 一 人 


设 z 是 B, 中 的 点 ,Bi 是 和 点 z 相 交 的 块 , 且 尖 i, 计 数 所 有 的 有 
序 对 zx,B,》. 一 方面 由 于 和 xz 相交 的 块 数 为 +, 除 去 Bi 后 应 是 r 一 1， 
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= [r+ Cw DAC Oo Xd", 
所 以 有 
r+ wo DAG 一 四 一 一 0. 
这 与 7 >4 且 r,v 一 1,4 都 是 正 整 数 蔬 盾 . i 
推论 ” 设 刀 为 一 个 对 称 的 BIBD, v 为 偶数 , 则 一 4 是 平方 数 . 
证 ”由 定理 10. 8 的 证 明 可 知 
detMMT = [r 十 Cw oo DAG 一 1， 
其 中 作为 局 的 相交 矩阵. 由 于 厂 是 对 称 设计 ,detAMf = detM7 ,因此 有 


[detMY = [r+ Cw oo DA om A 
由 定理 10. 6 的 推论 2 知 4(v 一 1) = 上 (一 1)， 又 由 10.4 式 有 r = 大， 
代入 上 式 得 
[det MY = 已 (有 一 A 
因为 v 为 偶数 ,所 以 有 & 一 1 为 平方 数 ， | 

【 例 10.11】 证 明 不 存在 对 称 的 2-(8,7,4) 设计 . 

证 v= 8,k 一 7,4== 4,0 是 偶数 ,x 一 4 二 3 不 是 平方 数 , 由 定 
理 10. 8 的 推论 得 证 . BE 

对 于 给 定 的 正 整 数 v,k,2,t, 判 定 是 否 存 在 1-(v,k,1) 设计 这 一 
问题 至 今 并 没有 得 到 根本 的 解决 ,只 得 到 了 某 些 特殊 情况 下 的 必要 
条 件 或 充分 条 件 . 下 面 考虑 构造 :-(v,k,4) 设计 的 问题 . 

定理 10.9 设 玉 = {zi ,X29 Tp} BB 一 {B81,B8;,-…,;Bs} ,也 是 
区 和 8B 构 成 的 t-(v,k,) 设计 ,了 全 和 且 17| =i. 令 

X'=X~—1,B'={B,—1lBe BHICSB,, 
则 X',B' 构成 一 个 《 一 让-(v 一 i,k 一 1i,) 设计 . 

证 显然 |X'| 二 |X| 一 |1| = 二 v 一 i, 且 B' 块 的 大 小 为 & 一 #. 
对 于 任意 T' 生 XX',jT'| = 二 1 一 忆 令 T=T'UI. 因 TNMI= ， 
则 

IT|= |T'|+ I=t~i+i=t. 
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8,8B; 与 B: 恰 有 4 个 公共 点 , 故 1B; 一 B:| = 一 .对 任何 z+,y EX'， 
恰 有 4 个 块 B,， Bi,, Ss 有 含有 zy， 所 以 恰 有 4 个 块 Be — Bi, 
B,, 一 Bi, ,B,C— B: E B’' 且 含有 zxz,y, 从 而 证 明了 并 ,有 构成 一 
个 2-( 一 大 ,天 一 MA) 设计 ， 

〖【 例 10.13】 设 因 二 {0,1,3,…*,6},B 一 (10,1,3},{1,2,4}， 
{2,3,5), {3, 和 ,6) {4,5,0}, {5,6,1}, {16,0,;2}) 构成 一 个 对 称 的 
2-《7，3,1) 设 计 . 取 B. 一 {0,1,3}; 则 XX’ 二 {2,4,5,6),B' 二 ({(2,4}， 
{2,5), (4,6}, (4,5},{5,6},{6,2)} 构成 一 个 2-(4,2,1) 设计 . 

定理 10. 11 设立 = {xi sT29*** ,To} B= {Bl,B,, »B,} 构成 
一 个 对 称 的 2-(v,%,) 设计 ,4 半 > 1. 任 取 B; € B, 令 

X' 一 Bi,B' 一 {B, Nn Bi|B; € BE B,¥ B;)}, 
则 X',B' 构成 一 个 2-(,4,4 一 1) 设计 . 

证 ”显然 |X'| = 二 .由 定理 10.10 的 引 理 ,对 任意 的 B;€ B,B， 
关 Bi,B; 与 B; 恰 有 4 个 公共 点 ,所 以 B' 中 每 个 块 的 大 小 为 4. 

对 任意 的 zy,y € XX ; 恰 有 4 个 块 Br ,Br »*** "Br EB 含有 工 ,y. 
除了 B; 以 外 ,正好 有 4 一 1 个 块 含有 z,y. 因此 B' 中 恰 有 4 一 1 个 块 
含有 zy,y 这 就 证 明了 X' ,B' 构成 了 一 个 2-(%,4,4 一 1) 设计 . 

〖【 例 10. 14〗 设 X= {1,2,3,4},B== {1{1,2,3} ,12,3,4},(3,4， 
1} ,C4,1;,2)}, 则 芝 ,B 构成 一 个 对 称 的 2-(4,3,2) 设计 . 取 B: = {1， 
2,3), 则 和 二 {1,2,3}. 8' 二 {{2,3},{1,3},{1,2)},X',B' 构成 一 
个 2-(3,2,1) 设计 . 

2-(o, 3,1) 设计 称 作 Steiner 三 元 系统 . 下 面 的 定理 说 明 如 何 由 
已 知 的 分 别 含 vi 个 点 和 wv; 个 点 的 Steiner 三 元 系统 S1 和 5S; 构造 一 
个 会 viv; 个 点 的 Steiner 三 元 系统 5S. 

定理 10.12 设 苑 | 一 (zi yz To 了， 各 1 与 Bi 构成 Steiner 二 
元 系统 ;了 X， 二 二 {yi ya" ;yo } » KX2 ,B> 也 构成 Steiner 三 元 系统 ， 则 存 
在 一 个 点 集 为 怀 , 块 集 为 五 的 Steiner 三 元 系统 且 |X1| 一 wz. 

证 令 玉 = {zli = 二 1 2,…, 员 且 了 二 12, …， vz}, 则 
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因此 有 序 对 数 应 是 &tr 一 1) = (4 一 1), (对称 设 计 的 = 二 rr). 另 一 
是 
方面 ， 2 ja; 也 计数 了 有 序 对 《xz 本 * 故 有 


上 
Dyja; = klk — 1). 四 


设 z,yE B;,Bi 是 除 B; 以 外 和 zz,y 相交 的 块 ,计数 有 序 三 元 组 
《rz,y,B1). 一 方面 B 中 和 z+,y 相交 的 块 恰 有 4 个 ,除去 B:, 有 4 一 1 


个 ,所 以 有 [| (4 一 二 个 三 元 组 (z,y,B). 另 一 方面 ,| 了 ja 计数 了 
和 B; 有 j 个 公共 点 ,并 且 其 中 包含 x,y 两 点 的 (z,y,B1) 个 数 , 故 有 
Soa- 9 


J=D 


由 中 ,@ 和 图 式 推出 


[3 是 
DG— Va= (Fm j++ji~— 2 + 12)ai 
j=0 i=0 


十 让 pF 
= DIG 一 1)aj; 十 St 一 2NWjaj 十 XSla, 
j=0 


j=0 j=0 

=k(E Oo 1)(A 一 1) 十 (1 一 24) 开 一 1 十 No 一 1) 
=k(k 一 1]) (一 人 十 和 虹 (o 一 1) 

=A[A(v 一 1)7 一 天 (有一 1)] 


一 0， (由 10.3 式 和 + 一 大 ). 
这 就 证 明了 只 有 当 J = A 时 ,ai; 天 0, 其 余 aj 都 为 0, 因 此 任何 和 Bi 相 
交 的 块 恰 好 与 B; 交 于 4 个 点 . 


定理 10.10 设 革 = {zxiyX2 "Xo};B 二 (B11,B;、…,B,} 构成 
一 个 对 称 的 2-(v,k,4) 设计 . 对 任意 的 B; € B, 令 
RX'=X— BB' = 1{B,— BIB,EBHB,A B,), 
则 XX',B' 构成 一 个 2-(v 一 天 光一 AM) 设计 . 
证 ”显然 |X'| 一 | 区 | 一 |Bi| = 二 v 一 .由 引 理 ,对 任何 B; € 
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8,Bj; 与 Bi 恰 有 4 个 公共 点 , 故 18; 一 Bi| 二 一 .对 任何 x,y € X',. 
恰 有 4 个 块 Bi， B,,， 机 B,, 含有 x,y， 所 以 恰 有 4 个 块 B, 一 已， 
Bi, 一 瑟 ，…， B, 一 B; € B' 且 含 有 xz,y， 从 而 证 明了 XX’ ,B' 构成 一 
个 2-(v 一 让 一 和 ,4) 设计 . 

〖 例 10.13】 设 了 二 {0,1,3,…,6},B 一 {{0,1,3}, {1,2,4}， 
{2,3,5},， {3,4,6), {4,5,0}, {5,6,1}, {6,0,2)} 构成 一 个 对 称 的 
2-(7,3,1) 设计 . 取 B;= {0,1,3}, 则 X= (2,4,5,6},B' 二 {{2,4}， 
{2,5), (4,6},{4,5),{5;6} ,6,2})} 构成 一 个 2-(4,2,1) 设计 . 

定理 10.11 设 针 = {zi,z2s""* ;To},B 二 {Bl1,Bi,-…,B,) 构成 
一 个 对 称 的 2-(v,#,2) 设计 ,4 之 1. 任 取 B; € B, 令 

X'=B.,B'’ = {BNMBIB,EBAB,AB,), 
则 X',B' 构成 一 个 2-(%,4,4 一 1) 设计 . 

证 ”显然 |X’| 二 .由 定理 10.10 的 引 理 ,对 任意 的 BE€ 8B,B， 
天 Bi,Bj 与 B; 恰 有 4 个 公共 点 ,所 以 B' 中 每 个 块 的 大 小 为 4. 

对 任意 的 xz,y E X', 恰 有 4 个 块 BriBr,° ,Bi,EB 含有 工 ,y， 
除了 Bi 以 外 ,正好 有 4 一 1 个 块 含有 xz,y, 因此 B' 中 怡 有 4 一 1 个 块 
含有 工 ,y. 这 就 证 明了 X',B' 构成 了 一 个 2- 层 ,4,4 一 1) 设计. 晶 

〖【 例 10. 143〗 设 了 = {1,2,3,4},B 一 ({1,2,3},{2,3,4},(3,4， 
1},《4,1,2}}; 则 (及,B 构成 一 个 对 称 的 2-(4,3,2) 设计 . 取 B= {1， 
2,3), 则 XX' 二 {1,2,3}. B' 一 ({2,3),{1,3},{1,2}},X',B' 构成 一 
个 2-(3,2,1) 设计 . 

2-(o, 3,1) 设计 称 作 Steiner 三 元 系统 . 下 面 的 定理 说 明 如 何 由 
已 知 的 分 别 含 vi 个 点 和 za 个 点 的 Steiner 三 元 系统 S$ 和 S; 构造 一 
个 含 wivs 个 点 的 Steiner 三 元 系统 5. 

定理 10.12 设 X 二 {Zi;X2sy XI 与 吕 构成 Steiner 二 
元 系统 ;和 一 {yiyyz ,yo,) ,六 ,，Bs 也 构成 Steiner 三 元 系统 . 则 存 
在 一 个 点 集 为 卫 , 块 集 为 BB 的 Steiner 三 元 系统 且 |X| 一 vivz. 

证 令 X= {zoli = 二 1,2, ;和 且 7== 1 2, …*, vz}, 则 
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|X| 一 vive. 对 于 任意 的 xyzcayzer E 有 X， 
{Zora Lt} EB 
(b=d= fH{r rT € BI) 
或 (a 一 c 一 e 且 (yyayyr)E B;) 
或 ((zayzeyze) E Bi Hly, ya yr} E Bi). 
易 见 B 中 的 块 大 小 为 3. 
任 取 zmyzm 马 叉 ,其 = 二 户 ,由 ;yo 式 : 且 羡 ,Bs 构成 Steiner 
三 元 系统 , 必 存 在 唯一 的 {y,,yosy1) E Bz 包含 和 3 点, 则 (zwyzoo， 
zm} 是 唯一 的 含 zm ,zp 的 块 . 
车 n = 9, 同 上 面 的 情况 类 似 可 证 . 
车 贡 关 pyn 关 9; 则 wyXp EE 民 1，ynsYy EE Xz, 由 于 XX1,Bi 和 XX;， 
B, 都 构成 Steiner 三 元 系统 , 必 存 在 唯一 的 {Xm,Tp,Tj}) EE 吾 : 含 有 om， 
Zp 以 及 唯一 的 {yayyo yy4) E Bs 含有 yr,ya;， 因 此 {zm,zmszx} 是 BB 中 
一 的 含 zm,zm 的 三 元 组 ,从 而 得 到 4 一 1. | 
综 上 所 述 ,外 ,B 构成 一 个 vivs 个 点 的 Steiner 三 元 系统 上 
【 例 10.15】 设 Xi== X= {1,2,3}, Bl 二 B, 一 {1,2,3}}), 则 
X，,B, 以 及 X:,B: 都 构成 2-(3,3,1) 设计 , 即 Steiner 三 元 组 . 
令 其 = {zl29 T1321 C22 23 T3132 »Zsa}s 
B= {{zi X12 213) 《zzayz22y223) » (T3132)T33}» 
{ al Za ssl} » {X12 ,222,232) » {X133 T2333}» 
{S113 F2293) » {TH T239232) » {TZ123Z21 9 33} 
{X12 923 9T31} 9 {TZ139T21 9T32} 9 (T13922 9 TIl }. 
则 及 ,B 构成 一 个 2-(9,3,1) 设计 , 即 9 个 点 的 Steiner 三 元 系统 . 
考虑 上 一 节 的 有 限 域 下 上 的 仿 射 平面 AP(F). 车 1F| 二 x, 则 
AP(F) 上 恰 有 :个 点 ,n? 十 n 条 线 , 每 条 线 上 恰 有 个 点 ,并 且 每 个 
点 怡 在 4 十 1 条 线 上 . 如 果 把 这 zw? 个 点 看 作 设 计 中 的 点 , 线 看 作 设 计 
中 的 块 , 则 在 AP(F) 中 任意 两 点 唯一 地 确定 一 条 线 . 即 对 该 设计 中 
的 任何 两 个 点 只 有 唯一 的 块 与 它们 相交 ,因此 仿 射 平面 AP(F) 构成 
352 


一 个 2-(azmy1) 设 计 . 比较 例 10.6 和 例 10. 15 ,如 果 令 仿 射 平面 中 的 
点 与 设计 中 的 点 建立 如 下 的 对 应 : 
(Qs2) xn (1l,2) F212 (212) FY z13， 
Os) Fr as 人 《1 1》hFr zzz (231) Fr Z23， 
(OO Hr za 《1,07 FP zs， (2,0) FY za, 
则 仿 射 平面 中 的 12 条 线 恰 好 对 应 了 设计 中 的 12 个 块 ,所 以 例 10. 6 
中 的 仿 射 平面 实际 上 就 是 例 10. 15 中 的 Steiner 三 元 系统 . 
下 面 简要 介绍 一 下 Hadamard 和 矩阵 以 及 由 这 个 矩阵 所 导出 的 
2-(v,&,4) 设计 . 
定义 10.10 设 互 = (hy) 是 二 阶 和 矩阵 ,其 中 心 是 1 或 一 1. 阁 
HHT = nI,I 是 n 阶 单位 矩阵 , 则 称 石 为 Hadamard 矩阵 . 第 一 行 全 
是 1 的 Hadamard 矩阵 称 为 规范 的 Hadamard 和 矩阵 . 
5 例 10. 16】 令 


1 一 下 一 1 1 

则 这 三 个 矩阵 都 是 Hadamard 矩阵 ,其 中 五 | 和 五 ， 是 规范 的 . 

可 以 证 明 , 规 范 的 n 阶 Hadamard 矩阵 (n 之 2) 具 有 下 面 的 性 质 : 

1. 存在 正 整 数 nx,n 二 4m， 

2. 从 第 二 行 ( 或 列 ) 起 ,每 一 行 ( 或 列 ) 恰 含 有 2m 个 1 和 2m 省 
=]; 
3. 除 第 一 行 ( 或 列 ) 以 外 ,任意 两 行 (或 列 ) 中 恰 有 二 个 列 ( 或 
行 ) 全 由 1 构成 . 
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定理 10. 13 


称 为 Hadamard 设计 . 


由 二 阶 人 az 六 8) 规范 的 Hadamard 秆 阵 可 以 导出 一 
个 对 称 的 2-(v,,) 设计 ,其 中 v= 二 nn 一 1,& 二 一 1,4 一 


于 一 1， 


证 设 刀 是 一 阶 规范 的 Hadamard 和 矩阵 ,= 之 8. 删 除 瑟 的 第 一 
行 和 第 一 列 ,然后 用 0 代替 所 有 的 一 1 得 到 "一 1 阶 夭 阵 M = (ao)， 
如 下 构造 一 个 对 称 的 2-(v,&,24) 设计 ， 
令 有 二 {1,2, sn 一 1},B;= {ili€E XHa=1),j=1,2,， 


zx 一 1. 易 见 w 一 ”一 1 一 -一 1 性 质 2). 任 取 zi, € 芝 , 由 性 质 3， 
M 的 第 i 行 和 第 j 行 恰 有 地 一 1 个 1 处 在 相同 的 列 上 , 即 恰 有 地 一 1 


个 块 含有 i 和 j, 从 而 证 明 4 二 下 一 1. 
设 囊 是 Hadamard 矩阵 


1 


1 1 1 1 1 


1 一 二 一 让 会 
| 1 1 S31 2] 


1 


| = ee | 
1 


pe 1 —1 1 
下 1 1 


= 1 | 


则 对 应 的 相交 和 矩阵 和 对 称 的 2-(7,3,1) 设计 如 下 : 


【 例 10. 173 
1 
1—1 
1 
1 一 1 一 工 
1 1 
1 一 1 
1 
有 二 一 
010101 
1001 1 0 
0011 0 0 
M=|1 1 1 0 0 0 
0 10 0 10 
10 .000 1 
00 10 11 
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0 


DO 


X= {1,2,3,4,5,6,7}， 

B= {{2,4,6},{1,4,5}, 

， 13,4,7}, {1,2,3}， 

{12,5,7},{1,6,7}， 
{3,5,6})}. 


实际 上 这 个 设计 是 Fano 平面 . 
8$10.3 编码 


先 引 入 编码 理论 的 一 些 基本 概念 . 

定义 10.11 设 S 二 {zi,…,ze) 是 字符 的 集合 . 令 5" = 
{zizeza|zi 5), 则 称 S" 的 子 集 C 为 * 上 的 g 元 码 , 对 任何 xz EC， 
称 工 为 C 的 码 字 . 

定义 10.12 设 C 是 S 上 的 g 元 码 . YX,y € 5",7 二 TIX2" ns 
Jy = 一 yy Yn; 令 

dx,y) = |{ilT yi, lin}|, 
称 dlz,y) 为 x 和 y 的 距离 , 且 称 
d(C) = min{d(z,y) xr,y EC) 

为 码 C 的 最 小 距离 . 

定理 10.14 设 S 为 有 穷 字符 集 , 则 

(1) Yrsy ES",Ad(r,y) = 0 当 且 仅 当 zz == >y; 

(2) Yzryy EEC VD) 一 CC TD) 

(3) YI TE Sd(r,y) + dly ,2) > d(z;2). 

证 〈1) 和 (2) 是 显然 的 . 

(3) q(x,z) 是 将 z 变 成 x 所 需要 变动 的 最 少 位 数 . 先 将 = 变 成 
y; 再 进一步 将 y 变 成 =, 则 变动 的 位 数 dlz,y) 十 d(y,z) 不 小 于 
d(r,z). 四 

由 于 噪音 的 干扰 码 字 在 传输 过 程 中 可 能 会 出 错 . 在 接收 时 可 以 
判断 传输 过 程 是 否 出 错 的 码 为 检 错 码 ;不 仅 能 判断 是 否 出 错 , 而 且 可 
以 纠正 差错 的 码 为 纠 错 码 . 在 纠 错时 通常 采用 最 近 距 离 译 码 原则 ， 

定义 10. 13 (最 近 距 离 译 码 原 则 ) 设 C 是 S$ 上 的 g 元 码 . 当 用 C 
发 送 某 个 码 字 时 车 接收 到 的 是 yE S", 令 是 使 得 dCy,zx) 取得 最 小 
值 的 C 中 码 字 , 则 将 y 译 作 z. 称 这 个 译 码 原则 为 最 近 距 离 译 码 原则 . 

定理 10.15 设 C 蚌 一 个 4 元 码 . 
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(1) 车 dC) 关上 十 1, 则 C 可 以 查 出 任何 码 字 的 上 位 错 ; 

(2) 若 GCC) 之 2 十 1 则 C 可 以 纠正 任何 码 字 的 z 位 错 . 

证 ”1) 设 4(C) 之 i 十 1, 若 码 字 zz 在 传输 过 程 中 出 错 , 且 出 错 
位 数 小 于 等 于 t, 则 接收 到 的 字 不 可 能 是 C 中 的 码 字 , 故 可 以 查 错 . 

《2) 设 d(C) 之 2t 十 1. 若 码 字 之 经 传输 后 变 成 y, 且 d(xz,y) < 去 
ti* 则 对 于 任何 C 中 的 码 字 xz,z 关 XxX, 有 dl(z,y) 十 d(y,7) 守 d(z,z) 
之 2 十 1; 故 dl(z,y) 之 +t 十 1. 由 最 近 距 离 译 码 原则 应 将 y 译作 z. 

时 

定义 10.14 设 C 是 g 元 码 , 若 C 包含 了 上 个 码 字 , 码 字 的 长 为 

n; 且 d(C) 二 4d, 则 称 C 为 (x,k,d) 码 . 


〖【 例 10. 18] 设 S — {0， 1 ， ”9 人 一 1 1) ， C7 {X19 To To}, 
其 中 | 
Il = 00 二 全 和 中 明星 0, 


Xo = (gq — 1)(9 — 1)*…(g— 1) 

都 是 ”位 长 的 码 字 , 则 dtC》== n. 称 这 个 码 为 道 复 码 , 它 是 一 个 
(n,9,n) 人 码 . 

一 个 好 的 (n,,Ad) 码 应 该 是 n 尽 可 能 的 小 ,x 尽 可 能 的 大 ,ad 也 比 
较 大 .一 般 是 给 定 x 和 过 来 确定 一 个 最 大 的 大. 

定理 10. 16 

(1) 车 C 为 g 元 的 (天 1) 码 , 则 最 大 的 是 六 ， 

《2) 若 C 为 q 元 的 (nr,&k,n) 码 , 则 最 大 的 上 是 9a， 

证 (1)CCS", 邻 CC 二 5", 则 

VYzyEC 有 dry) 一 1 且 1Cl 一 9 

(2) Yzyy ES", 有 d(xyy) 志 n. 要 使 d(x,y) = 二 ny, 必 有 xX 与 >y 
的 每 一 位 都 不 相同 . 因为 第 一 位 不 同 的 取 值 至 多 4 种 ,所 以 上 < 委 9. 而 
例 10. 18 的 重复 码 就 是 一 个 (4,q,n) 码 . 所 以 最 大 的 上 有 值 就 是 gq 日 
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设 S 是 & 元 字符 和 集 ,Yu E 5",r 为 正 整数 , 称 集合 
{vv SA dw,v) Sr) 
为 中 心 是 u 半径 是 + 的 球 . 
定理 10.17 在 S* 中 半径 为 >(0 <r 委 m) 的 球 怡 好 包含 了 
7 
> (a 17 
不 字 ， 
证 ” 设 w 是 球 心 . 对 于 给 定 的 i,0 志 1 态 7, 车 字 v 恰 好 有 i 位 与 


u 不 同 , 则 位 的 选择 为 | "| 种 ,每 一 位 的 字符 可 能 是 9 一 1 种 ,i 位 有 


Cg 一 17 种 . 根据 乘法 法 则 ,不 同 的 字 为 | ”| Cg 一 17 个 .再 对 : 求 和 
就 计数 了 所 有 落 入 球 内 的 字 . 

定义 10.15 设 C 是 4 元 码 , 令 

Pp(C) = max{min{d(z yu) |u €E C} lx € S"}. 

称 plC) 为 码 C 的 覆盖 半 径 . 

【 例 10.19】 设 g = {0,1},n = 二 3,S” 一 {000,001,010,011， 
100,101,110;111}, C = {000,111), 则 pC) = 1. 

定理 10.18 一 个 g 元 (4,k,d) 纠 错 码 C 满足 


ciy [av ee. 《10. 7》 
1 一作 


证 ”由 定理 10.15 取 d = 2 十 1. 以 每 个 码 字 为 中 心 做 半径 为 
:的 球 , 则 所 有 的 球 两 两 不 交 . 由 定理 10.17, 每 个 球 内 包含 了 


> | | (Cg 一 1) 个 字 , 因 此 ,所 有 球 内 的 总 字数 


cB 
必 小 于 等 于 S" 内 的 总 字数 gr a 
定理 10. 18 给 出 了 (n,#,d) 纠 错 码 字数 的 一 个 上 界 , 称 为 海 明 
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【 例 10.20】 长 为 6 最 小 距离 为 3 的 二 进 制 纠 错 码 至 多 9 个 码 


证 n= 二 649 = 二 2,d 二 3. 从 而 知道 1 = 1, 代 入 定理 10. 18 得 
总 
Ic19 (2— bv'<2, 
即 


IC "人 1 十 6) 25. 
这 就 推出 


即 1C| 委 9. 利 

定义 10.16 设 C 是 一 个 & 元 码 , 若 C 使 得 10.7 式 中 的 等 号 成 
立 , 则 称 C 是 完美 码 . 

易 见 对 于 一 个 完美 纠 错 码 C, 以 C 中 每 一 个 码 字 为 中 心 ， 以 
(qd 一 1)/2 为 半径 做 的 球 两 两 不 交 , 并 且 S" 中 的 每 个 字 恰 好 落 入 一 
个 球 中 . 码 C 的 萎 盖 半径 ptC) = (d 一 1)72. 

下 面 考 挝 一 类 广泛 应 用 的 码 一 一 线性 码 . 

定义 10.17 设 F 一 {0,1,…,9 一 1) 是 域 ,Fr 表示 ,上 的 n 维 
线性 空间 . 称 成 的 一 个 《 维 子 空间 为 上 的 维 线性 码 , 记 作 [x,8] 
码 . 

定理 10.19 设 C 是 上 的 [n, 有 j] 码 , 则 C 关于 向 量 加 法 构成 
群 , 是 Fs 的 子 群 , 且 

(1) 对 于 任意 v € 到 ,oo 属于 C 的 某 个 陪 集 ; 

(2) C 的 每 个 陪 集 恰 含 有 q* 个 向 量 . 

证 ” 易 见 到 构成 群 .C 是 到 的 子 空间 , 故 对 向 量 加 法 封闭 ,又 C 
是 有 穷 集 ,由 定理 3.11,C 是 下 的 子 群 .VYv € Fi,vwEC+v; 且 1C| 
二 |C 十 v|( 根 据 定理 3.20 和 3.21). 由 于 C 是 上 维 的 ,存在 着 C 的 某 
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个 基 UlyU29""" UR , 且 对 任何 z ECu 可 以 唯一 表 成 Vl U2 "OF 的 线 
性 组 合 . 又 由 于 |F,| = 9, 不 同 的 线性 组 合 有 种. 因此 IC 十 v| = 
IC 一 入. 8 

由 于 线性 码 C 构成 群 ,也 称 线性 码 C 为 群 码 . 

定义 10.18 设 C 是 [nx,kj 码 ,v1,v2，-… :wi 是 CC 的 一 组 基 . 以 wi， 
zz 作为 行 所 构成 的 矩阵 C 称 为 C 的 生成 矩阵 . 

〖 例 10.21〗 设 [7,4] 码 C 的 一 组 基 为 1110000,1001100， 
0101010,1101001. 那么 码 C 中 含 2 一 16 个 码 字 , 且 C 的 生成 矩阵 G 
以 及 所 有 的 码 字 是 : 


心 


G 一 


OO 
Po 
OO ~ 
CS — OD 
忆 疡 书 


] ， 
1 0 
0 1 
1 1 
C 一 { 1110000,1001100,0101010,1101001， 
0000000,0111100,1011010,0011001， 
1100110,0100101,1000011,0010110， 
1111111,0110011,0001111,1010101}. 
例如 码 字 
1010101 一 1110000 十 1001100 十 1101001. 
车 对 G 进行 一 系列 初等 行 变换 (两 行 交换 , 某 一 行 的 i 倍加 到 男 一 行 
上 ) 可 得 到 标准 形 的 矩阵 C . 
11000 


~ OO OD ODO 


1 
0 
1 
1 


记忆 
OO 一 OD 


0 
0 
0 
1 


OO 
OO Oocrc 
OOP~ oO 


1 090 .0 1 1 0 
0 1 0 1 0 1 
1 1 0 1 0 0 
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1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 
0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 
-> —» 
1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 
0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 
0 0 0 0 1 1 
0 1 0 0 1] 0 1 
一 机 和 
0 0 1 0 1 1 0 
0 .0 0 1 1 1 1 
《7/ 


根据 线性 空间 的 性 质 知 1000011 ,0100101,0010110 和 0001111 也 是 
C 的 一 组 基 , 因 此 G' 也 是 码 C 的 生成 矩阵 ， 

下 面 考 囊 编码 和 译 码 . 以 二 进 制 码 为 例 , 假 设 被 编码 的 信息 向 量 
2 一 Wu ts 和 (01 设 C 是 F:; 上 的 [n,] 和 码 ,G 是 己 的 生成 矩 
阵 , 那 么 wG = DJ uv: 是 vi,v2,… ,vi 的 线性 组 合 , 其 中 加 oem 只 


izs1 


是 C 的 一 组 基 , 易 见 zG 是 C 中 的 码 字 , 称 为 zx 的 代码 . 当 G 是 标准 形 ， 
即 


1 他 11 "1 
a 
0 村 CI 四 

时 ,zw 的 代码 


uG = u[T: A| = wou "ts 


中 
其 中 zsr 二 Za 1 二 i 扩 n 一 k 称 tty,ws，… ,ui 为 信和 号 位 ,ww441， 
1 


i299"** on 为 校 验 位 . 
【 例 10.221 CC 为 [7,4j 码 ,其 生成 矩阵 是 
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1000101 
0100111 
001011 0 
000 10 11 


则 对 于 六 一 wwwstua su 的 代码 为 Widzuatisttsusu7; 其 中 zs 一 WUi 十 zz 十 
zy Ue 一 tz 十 2 十 zy ay 一 ai 十 zz 十 zk Wssuesyt? 是 校 验 位 . 

再 考虑 译 码 . 设 C 为 [" ,对 码 .关于 C 的 译 码 阵列 是 由 王 的 全 体 
向 量 构成 的 2" 环 行头 列 的 阵列 .根据 定理 10. 19, 构成 群 ,C 是 请 
的 子 群 旦 |C| = 2. 由 Lagrange 定理 (定理 3. 26),C 在 玫 中 有 2 
个 陪 集 . 译 码 阵列 的 每 一 行 由 同一 陪 集 的 向 量 构成 ,其 中 

第 一 行 由 C 中 的 全 体 向 量 构成 , 即 C = {v= OyUss Va Up} 

第 二 行为 C 十 a1;, 其 中 a 是 Fi 一 C 中 具有 最 少 个 1 的 向 量 , 即 

二 行 元 素 为 al， vs 十 ay Vs 十 Gly， VA 十 13 
第 三 行为 C 十 asyaz 是 形 一 C 一 (C 十 at) 中 具有 最 少 个 1 的 向 


第 2 一行 为 最 后 剩 下 的 2 个 向 量 . 
称 这 个 译 码 阵列 为 Slepian 译 码 表 . 设 发 送 的 码 字 w € C. 知 接 收 到 
的 是 zyz 入 C,zx EC 十 4j; 这 时 可 将 工 译作 x 十 aj 不 难看 出 ,zz 十 
Qi 一 《vi 十 Ch 十 &j; = Vr,vi EE C，, 因 此 = 十 中 是 C 中 的 码 字 . 而 由 阵 
列 的 构成 知道 aj; 恰 好 处 在 阵列 的 第 一 列 . 称 Siepian 译 码 表 的 第 一 列 
为 错误 向 量 . 如 果 干 扰 恰 好 为 第 一 列 的 元 素 ,通过 这 样 的 译 码 可 以 纠 
正 传 输 中 的 错误 ,否则 这 种 译 码 就 会 出 错 . 

可 以 证 明 这 种 陪 集 译 码 方法 是 符合 最 近 距 离 译 码 原则 的 . 证 明 
留 给 读者 完成 ， 

【 例 10.23】 设 C = {0000,0110,1001,1111} 是 [4,2] 码 , 则 关 
于 C 的 Slepian 译 码 表 如 下 : 
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0000 ” 0110 1001 1111 
0001 0111 1000 1110 
0010 0100 1011 1101 
0011 0101 1010 1100 
如 果 接 收 到 的 字 是 1001, 则 它 是 C 中 的 码 字 ,在 译 码 时 就 译 为 1001. 
如 果 接 收 到 的 字 是 1101, 不 是 C 中 的 码 字 ,那么 从 表 中 查 到 1101 所 
在 的 行 的 第 一 元 素 为 0010, 这 时 将 1101 译作 1101 十 0010 = 1111. 
1111 是 距离 1101 最 近 的 码 字 之 一 . 找到 正确 的 码 字 , 去掉 校 验 位 就 
是 信息 . 
定义 10.19 设 C 为 fa, 上 码 , 其 生成 矩阵 为 G. 令 
Ci= {vlvE FEEv :w= Ou € 0)}, 
称 C+ 为 C 的 对 侦 码 . 
定理 10.20 设 C 为 fF 上 的 [n,k] 码 ， 则 Cr 是 Ff, 上 的 
[n,n 一 ] 码 . 
证 ” 任 取 mo E Ct,a,6 € 让, 则 对 任意 的 xwEC 有 
(al Oo) a=aw 。z 十 zior za 一 ca0 十 20 一 0， 
所 以 avi 十 如 E C+, 即 C+ 是 FF 的 子 空间 . 下 面 证 明 C+ 的 维 数 为 
?2 一 天 。 
设 如 一 {7;;) 是 码 C 的 生成 矩阵 ,对 任意 的 v ECLt,v= VU2" "Ur, 
有 


Dr, = 0， i= 1， 2 


这 是 由 于 G 的 行 向 最 恰 为 C 中 的 码 字 . 对 于 个 未 知 数 ,个 线性 独 
立 方程 的 齐 次 线性 方程 组 ,其 基础 解 系 的 维 数 是 ”一 &, 从 而 证 明了 
Ct 的 维 数 为 nn 一 上 . E 
定义 10.20 设 C 为 f, 上 的 [xn,kj] 码 ,; 称 C+ 的 生成 矩阵 五 为 
C 的 校 验 矩阵 . 
〖【 例 10. 24 卫 设 C 是 下 上 的 [7,4] 码 ,C 的 生成 矩阵 G 是 
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DD OO 


0 
1 
0 


已 二 已 瑟 
DO 
OP : 

oo 
OO 


0 1 
设 v E€ Ct,v = viv2…vy, 则 根据 Gv 一 0 可知 

十 vs 十 vi 二 0， 

vs 十 vs 十 ve 十 v1 三 0， 

vs 十 vs 十 we 三 0， 

v4 十 ve 十 vy 二 00. 
不 难 找到 三 个 线性 无 关 的 ”满足 上 述 方程 组 , 例如 1110100， 
0111010,1101001. 这 样 就 得 到 C1 的 生成 矩阵 , 也 就 是 C 的 校 验 矩 


阵 
1 110100 
| 
110 1001 
定理 10.21 设 C 为 F, 上 的 [mn,&] 码 ,C 的 生成 矩阵 G 的 标准 
形 是 [I 4], 则 C 的 校 验 矩 阵 互 = [一 4 I,-4j 
证 


——— dll 本 和 一 一 kl 1 0 
HH 一 一 四 自生 加 由 see “ ? 
— An nt 0 1 


则 已 为 一 上 行 2 列 矩阵 , 且 行 是 线性 无 关 的 . 任 取 如 的 第 j 行 ,0G 的 
第 ;: 行 相 乘 得 
(一 ai 一 010…0) » C0°%*10°%0ane gat) 
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二 0 十 0 二 十 (一 4) 十 0 二 一 十 0 二 aj 十 0 十 … 十 0 二 0， 
从 而 证 明 GHT7 = 0, 故 五 是 码 C 的 校 验 矩阵 . . 

【 例 10.25】 按照 定理 10. 21 ,对 例 10. 24 中 的 码 C 来 说 ,从 生 
成 矩阵 @ 到 校 验 和 矩阵 五 的 求解 过 程 可 以 图 示 如 下 : 


1000101 1000 : 101 . 

: 1110 : 100 1110100 
0100111 0100 ; 111 : 

一 > : 一 |0111 :010| 一 |0111010|. 

0010110 0010 : ]10 : 

: 1101 : 001 1101001 
O0001011 001 ' O11 

《7 1, A —AT 了 3 HH 


任 给 定 生 成 矩阵 G 纺 行 n 列 ), 则 可 以 定义 一 个 F 上 的 [n,8] 码 
C，, 并 可 以 求 得 C 的 校 验 和 矩阵 瑟 . 反 之 , 任 给 定 校 验 矩 阵 瑟 (= 一 不行? 
列 ), 也 可 以 定义 [大 ] 码 C, 并 求 得 C 的 生成 算 阵 G. 
设 玉 是 KF, 上 的 nn 一 上 行列 的 矩阵 , 且 是 码 C 的 校 验 矩 阵 .如 
下 构造 线性 函数 
f; Fr Fr, 


(zi = H 


则 对 任意 的 x1…zyy1…y, E Fr 有 


XZ1 十 3 之 1 1 


Yn 


fr tt yi ya) = HH 一 五 | : 


十 五 


Tn 十 Yn hn 
一 fr rs) 十 fy yn). 
这 就 证 明 是 群 到 到 群 Fr-* 的 同 态 上 映射 ,是 
kerf = {viv € Fr 了 fl(v) = 0}. 
设 = ZIZ2…ay 风 | 


Xl 
tooom -omni|-, 
TR 
© (rT HT = 0 8 rx, € (C+). 
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而 C 三 (CCL+)L, 因 为 每 个 C 中 向 量 垂 直 于 C+ 中 向 量 . 又 由 于 C+)+ 
的 维 数 是 nn 一 (rn 一 如， 所 以 有 (CL)L 一 C, 从 而 推出 
TIXaoetu E kerf © .212 Te EC. 


【 例 10.261 设 码 C 的 校 检 和 矩阵 为 
0 1 1 11900 
sl ol 
1 10 1001 


立 1 
f: Zi — 2Z}, fx) -| : | 


Cd 


定义 函数 


则 对 于 任意 Xi1"""X7 万 kerf 满足 
Ts 十 X33 十 XT 十 工 ; 二 0， 
| 
Xl 十 zz 十 了 十 rr 一 0. 
向 量 zi…z; 可 以 是 ;1000011,0100101,0010110,0001111, 从 而 得 到 
C 的 生成 矩阵 


0000 1 1 
0100108 1 

C 一 
00101 1 0 
001 1 1 1 


根据 定理 10. 21 以 及 例 10. 25 也 可 以 得 到 从 校 验 矩阵 直接 求生 成 矩 
阵 的 另 一 种 方法 . 不 难 验证 这 两 种 方法 所 求 得 的 码 C 是 同一 个 码 . 

下 面 讨论 一 种 广泛 使 用 的 线性 码 Hamming 码 ， 

定义 10.21 设 r 是 正 整数 ,五 为 r 行 (2' 一 1) 列 矩 阵 , 列 是 下 
中 的 全 体 非 零 向 量 . 以 已 为 校 验 矩阵 的 码 称 为 Hamming 码 ， 记 作 
瑟 (r ,2) 码 . 

〖 例 10.27〗 设 > 一 3, 五 为 3X7 阶 矩阵 
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0 .0 0 1 1 1 1 
。 1 10 0 1 | » 

1 0 10 10 1 

则 Hamming 码 五 (3,2) 的 生成 矩阵 
1 0 0 0 0 1 1 
GG : 10 0 1 0 1 ， 

00101 1 0 
0 0 1 1 1 1 


且 最 小 距离 是 3. 

定理 10.22 设 r 之 2, 则 Hamming 码 瑟 (rr,2) 

(1) 是 [2 一 1,2 一 1 一 门 码 ; 

(2) 最 小 距离 为 33 

(3) 是 完美 码 . 
证 (1) 因为 吾 是 +r 行 (2” 一 1) 列 矩阵 ,所 以 互 (r,2) 码 的 对 侦 

码 是 [2 一 1,rj] 码 ,从 而 证 明了 五 (r,2) 码 是 [2 一 1,2 关 一 1 一 站 ] 码 . 

C2) 和 任 取 五 Cr,2) 码 中 的 码 字 xz 和 yy,z 十 > 也 是 该 码 中 的 码 字 ， 
且 d(x,y) 就 是 z 十 yy 中 1 的 个 数 .下 面 证 明石 (r+,2) 码 中 任何 非 零 
码 字 中 1 的 个 数 至 少 是 3. 假设 码 字 wb 只 含 一 个 1, 不妨 设 v 一 1. 由 vw 
“HT 二 0 可 知 瑟 的 第 i 列 必 全 为 0, 与 五 的 定义 相 矛 盾 . 假设 z 含 两 
个 1, 不 妨 设 v= 二 vj 二 1. 义 由 zz* 7 = 二 0 知 吾 的 每 一 行 的 第 i 列 和 
第 7 了 列 的 元 素 必 相等 ,从 而 推出 五 的 第 ; 列 与 第 7 列 全 等 ,与 五 的 定 
义 相 了 矛盾 . 综 上 所 述 必 有 d( 五 (r,2)) 3. 另 一 方面 , 互 中 总 有 三 列 
的 和 为 0. 这 说 明 在 五 (r,2) 中 存在 着 恰 合 三 个 1 的 码 字 ,所 议 
d(H(lr,2)) = 3. 

《3) 1 二 2" 一 1; 而 码 字 的 个 数 为 2 下 ,代入 10. 7 式 左 端 得 


[|(| 十 S| |=2 TY 一 1D) = 2"， 


从 而 证 明了 Hamming 码 是 完美 码 . 民 
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下 面 考虑 另 一 种 重要 的 线性 码 一 一 循环 码 . 
定义 10.22” 设 CC 是 线性 码 .如 果 Yv€ Co = msran， 
有 mo ecC, 则 称 C 是 循环 码 ， 
【 例 10.28】 设 C 是 [7,3j] 码 ,其 生成 矩阵 
1 0 1 1 1 0 0 
G 一 E 10 1 1 1 | » 
00 10 1 1 1 
则 码 C 一 { 0000000,1011100,0101110,0010111， 
1001011,1100101,1110010,0111001}， 
不 难 验 证 C 是 循环 码 . 
回顾 $ 4. 3C( 有 限 域 上 的 多 项 式 环 ). 设 是 有 限 域 , 令 F[Xj] 是 
玉 上 所 有 多 项 式 的 集合 , 则 fF,[Xj] 关 于 域 玉 上 的 多 项 式 加 法 和 冬 法 
构成 一 个 环 , 称 为 有 限 域 上 的 多 项 式 环 . 令 
FLXJ/Cr' 一 1) 二 (v(xz)|vCr) E Fs[X] 且 v(x) 的 次 数 小 于 n)， 
则 FCXJ/Cx" 一 1) 关于 模 (x" 一 1) 的 加 法 和 乘法 构成 域 F。 上 的 模 
Zz" 一 1 的 多 项 式 环 . 
设 C 为 Ln :天 ] 循环 码 ,Ya € Ca 一 CI1C2 eeGr ,; 作 多 项 式 
aCr) 二 Qi 十 4azz 十 十 arn”!. 
易 见 码 字 a 和 a(x) 是 一 一 对 应 的 ,把 与 C 中 码 字 对 应 的 全 体 多 项 式 
构成 的 集合 记 为 扣 ， 
定理 10.23 设 码 C 忆 二, 则 C 是 循环 码 当 且 仅 当 
(1) Ya(lzx) ,br) €E GB, 有 AT) + or) €E YG, 
(2) Ye(z) €E FNrCr) E FLXJ/(r" 一 1) 有 rz)a(z) € 
其 中 的 乘法 为 模 x" 一 1 的 乘法 . 
证 ”必要 性 .Ya(x),b(z) € 轨 , 设 
afkz) 一 ai 十 at 十 … 十 ao ,BT) 二 三 十 Bb 十 十 br! 
则 alaz***ar bb2""*b, E C. 由 于 己 是 线性 码 ; 必 有 aaz…ar 十 bbz 
EC, 因此 有 
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a(z) 十 bz) 一 DY) at br! € %. 


i=1 
任 取 zkz) € 多 ,r(z) E F[Xj/(rx" 一 1), 设 
QZ) 一 61 十 as 工 十 … 才 Cazr 1 CT) 一 所 十 rex 十 汪 十 1， 
则 
XatT) 一 Qnr 十 CI 十 … 十 Co inm1. 
由 于 C 是 循环 码 , 所 以 analans ll EC 从 而 推出 zaCz) € oC, 
同 理 可 证 zx?a(x),…,zx" iatzx) € 刍 , 根据 (1) 的 结论 , 必 有 
rx)a(r) €E Y, 
充分 性 . 任 取 a,5 € C,t,s E FF,. 设 
a = dda 在 一 六 25 
则 akz) 一 aa 十 asz 十 … 十 Gezr 1 5(z)》 一 及 十 三 十 …… 十 下 mr 
E 多 .由 (1) 和 (2) 有 | 
二 art 十 十 asx 1 十 s 了 十 Bt 十 -十 B71) EE 咱 ， 
从 而 有 ta 十 sbEC, 即 忆 是 线性 码 . 
任 取 a = aas…as EC, 则 有 
afzZ) 一 ai 十 da 十 十 azrlEc 客 ， 
取 ”>(z) 一 培根 据 (2》 有 
TaGCT)》 一 in 十 CGI 并 十 … 十 az 1:€ 涂 ， 
即 aaa EC. 这 就 证 明了 C 是 循环 码 . 目 
以 上 定理 给 出 了 C 忆 让 为 循环 码 的 充分 必要 条 件 . 
定理 10.24 和 任 取 f(z) € F,[X]/(Crx" 一 1), 邻 
fT) = {rr fz) rz) € FLX/ — 1)}, 
则 《f(z)) 对 应 一 个 Fe 上 的 循环 码 C, 称 C 为 f(x) 生成 的 特 环 码 . 
证 ” 任 取 aCz)f(z),6b(z)f(z) E (f(z)), 则 有 
a(r)f lr) BrIF CX) = (alx) + br)Fr) € (fx)). 
任 取 alzx)f (zr) € (fr) ,rz) € FLXJ/(r" — 1), 则 有 
rr (alr fr)) = (rr)a(r)) Fr) € (fr)). 
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由 定理 10. 23,《f(zx)) 对 应 于 循环 码 C. 

【 例 10.29〗】 设 F,== {0,1}), 则 

FXJ]/(z Oe1)= {017 1+r rl 十 民工 十 TX? ,1 十 工 十 ?)， 
取 fx)= 二 1 十 xz; 那么 
fAT)) = 二 Tr = (01 二 + xl 十 wx 十 zr?》， 
而 (1 十 zx》 对 应 的 循环 码 是 
C= {000, 110, 101， 011}. 

定理 10.25 设 C 是 户 中 的 非 零 循环 码 , 则 在 F,[X]/(zr" 一 1) 

中 存在 着 唯一 的 最 高 次 项 系数 为 1 的 次 数 最 低 的 多 项 式 g(xz) ,使 得 
二 《g(xz)) 且 gx) 是 x 一 1 的 因 式 . 

证 令 g(z) 是 名 中 次 数 最 低 的 非 零 多 项 式 . 不妨 设 g(x) 的 最 
高 次 项 系数 为 1. 若 不 然 , 由 于 FF 是 域 , 必 存 在 a E Ff 使 得 ag《x) 的 
最 高 次 项 系数 为 1, 且 ag (7z) 与 g(x) 的 次 数 相等 . 易 见 (g(rx)) 导 儿 ， 
反之 , 任 取 6(z) € 多 ,由 多 项 式 除法 

{zr} = fr)g(r) + rr), 
根据 定理 10. 23 可 知 ~(Cz) 一 2(z) 一 Fr)g(z) € 儿 . 因 为 g(x) 的 
次 数 最 低 必 有 r(z) = 0. 这 就 证 明了 pz) = f(x)g(r) € (g(r)). 
从 而 推出 客 = (g(x)). 

假设 有 hCr) € 已 [Am 一 1)， ,使 得 名 二 《hCz)), 且 h(x) 与 
g(x) 的 次 数 相等 ,h(xz) 的 最 高 次 项 系数 也 是 1. 那么 g(x) 一 h(x) EE 
多, 且 g(r) 一 h(x) 的 次 数 比 gCz) 低 . 从 而 推出 gCzx) 一 hr) 一 0， 
这 就 证 明了 g(x) 的 唯一 性 : 

由 

Tz" —1= f(r)ge(r) + rir) 
可 知 r(z) 的 次 数 低 于 g(x) 的 次 数 . 又 由 
rz) 一 一 f(r)g(r} mod (zr — 1)) 
可 知 r(zx) € (g(x)). 根 据 g(z) 次 数 的 最 低 性 必 有 rlz) = 0. 从 而 证 
明 g(x) 是 zz" 一 1 的 因 式 . a 
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定义 10. 23 ”在 一 个 非 零 循环 码 C 对 应 的 多 项 式 集 多 中 ,定理 
10. 25 中 的 那个 唯一 的 最 高 次 项 系数 是 1 的 次 数 最 低 的 多 项 式 g(x) 


称 为 码 C 的 生成 多 项 式 . 
例如 在 例 10. 29 中 的 码 C 以 1 十 xz 作为 它 的 生成 多 项 式 . 
【 例 10.30】 试 找 出 所 有 长 为 5 的 二 进 制 循 环 码 . 


解 由 
ZT 一 1 一 (1 十 zZ)CL 十 工 十 旭 十 十 和) 


知 冯 一 1 的 因 式 有 4 个 : 
1，51 二 xX,，1 十 工 十 ZT 十 如 十 xX; xX” 一 11. 
分 别 生 成 4 个 循环 码 . 下 面 列 出 了 它们 之 间 的 对 应 关系 . 


生成 多 项 式 g(x) FG = (g(r)) C 
] FsLX]/(x — 1) F} 
二 二 二 (1 十 工 》 CC 
1 十 工 十 好 十 za 十 了 4 区 一 人 十 工 十 妇 十 和 十 三》 Cs; 
2 一 1 = (ro 1 Cs 
其 中 
Ci 一 { 00000, 11000, 01100, 00110, 00011, 10001,， 


10100, 01010, 00101, 10010, 01001, 11110, 
01111, 10111, 11011, 11101} 
称 为 偶 权 码 , 即 码 中 的 每 个 码 字 含 偶 数 个 1. 
C, 二 {00000, 11111} 为 重复 码 . 
Cs 二 {00000} 为 零 码 . 
下 面 的 定理 确定 了 循环 码 的 维 数 和 生成 矩阵 . 
定理 10.26 设 C 为 循环 码 ,其 生成 多 项 式 为 
#8(z)=g1 二 gzst 十 "十 grinY, 
则 CC 的 维 数 是 一 7, 且 C 的 生成 矩阵 
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0 SI 8 gs Br Brti 0 0 
(一 10 0 B81 BEB2 #3 Rr Brri 0 0 
&1 SB2 pe gr Br+ii 


证 gi 关 0, 若 不 然 ,zx”ig(z) 一 zx-!g(x) 也 是 安 中 的 多 项 式 
且 它 的 次 数 为 + 一 1, 与 g(x) 的 次 数 最 低 相 矛盾 .因此 G 的 和 一 > 行 
线性 无 关 , 每 行 代表 的 码 字 多 项 式 为 g(z),zg(x) ,tig (zx). 

任 取 码 字 a € C, 设 a 对 应 的 多 项 式 为 alz). 由 于 g(x) 是 码 C 的 
生成 多 项 式 ,根据 定理 10. 25 的 证 明 可 知 必 有 :(x) 使 得 

a(z) 一 tT)gT), tr) = 二 br 二, 
从 而 得 到 
alr) = gg) rg(r) 二 tr lg(r). 

这 说 明 atx) 是 g(x),zg(Cr) ,zx 一 1g(x) 的 线性 组 合 , 所 以 如 是 C 
的 生成 矩阵 ， a 

〖【 例 10.31〗 设 C = {00000,11000,01100,00110,00011， 
10001,10100,01010,00101,10010,01001,11110,01111,10111， 
11011,11101},C 的 生成 多 项 式 是 1 十 zx, 则 C 的 维 数 为 5 一 1 二 4， 
且 生 成 给 阵 为 


OO 
[ei en > | 


0 
0 
ol: 
1 


Oo 
OO 


§ 10.4 编码 与 设计 


在 前 面 几 节 ,我 们 分 别 讨论 了 组 合 设计 与 编码 理论 . 实际 上 在 组 
合 设计 与 编码 之 间 存 在 着 密切 的 联系 , 先 看 两 个 例子 . 
〖 例 10. 32〗 考 虚 Fano 平面 ( 例 10.10), 它 的 相交 和 矩 阵 
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10 0 0 1 0 1 
1 1 0 0 0 1 0 
0 1 10 0 0 1 
G= Il 0 1 1 0 0 0， 
0 1 0 1 1 0 0 
0 0 1 0 1 1 0 
000 10 1 1 


令 alaz…ar 是 M 中 的 一 行 , 然 后 构造 252…07 使 得 5 一 1 一 aiyt 一 
1,2,"…,7, 这 样 得 到 的 14 个 向 量 再 加 上 0000000,1111111 构成 集合 
C. 易 见 C 是 循环 码 , 是 [7,4] 码 , 也 是 (7,16,3) 码 . 每 个 M 中 的 码 字 
恰 含 三 个 1, 而 任 两 个 不 同 的 行 仅 有 一 个 公共 的 1. 由 此 不 难 计算 
d(C). 令 zw(z) 表示 工 中 所 含 1 的 个 数 , 称 为 z 的 权 ,w(z 门 >) 表示 
z 和 和 y 相同 的 位 中 含 1 的 个 数 , 那么 Yzx,y EE C,T 关 y. 
(1) 车 开 与 ?都 是 aiaz…ay 形式 , 则 
C&zyy) 一 m(z) wy 一 2 站 一 3 十 3 一 2X 工 一 4i; 
(2) 车工 与 > 都 是 bb2*…b 形式 , 则 
dz = wr wy — wz y=4+4— 2xX2= 4; 
(3) 若 x = 二 0,y 关 0, 或 + 关 0,y 一 0, 则 
d{z,y) 二 3,4 或 7; 
(4) 车 工 一 1,y 天 1, 或 zz 天 1 一 1， 
zyy) 一 3,4 或 73 
(5) 若 zy? 中 一 个 为 aiai*ay* 另 一 个 为 bib2**b? 的 形式 , 则 
d(rz,y) 二 3 或 7. 
综 上 所 述 有 d(C) = 3, 该 码 恰 好 满足 等 式 10. 7, 即 


tel(oj+ [= 2 
所 以 码 C 是 完美 码 . 


【 例 10.33〗 设 MM 是 Hadamard 设计 对 应 的 相交 年 阵 ， 
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0 10 1 0 1 0 
1 0 0 1 1 0 0 
0 .0 1 1 0 0 1 
M= |1 1 1 0 0 0 0， 
0 1 0 0 1 0 1 
1 0 0 0 0 1 1 
00 10 1 1 0 


风 以 该 惩 阵 的 每 行 作 为 码 字 构 成 一 个 码 , 称 为 Hadamard 码 C. 
二 一 (0101010,1001100,0011001,1110000， 
0100101 ,1000011 ,0010110). 
C 既 不 是 线性 码 , 也 不 是 循环 码 , 只 是 一 个 距离 为 4 的 纠 错 码 . 

一 般 说 来 , 设 M 为 一 个 对 称 的 2-(4t 一 1,2t 一 1,t 一 1) 设计 的 
相交 和 矩阵 ,可 以 利用 这 个 手 阵 得 到 一 个 含有 8 个 码 字 , 字 长 4t, 可 以 
纠 上 一 1 个 错 的 纠 鲁 码 . 构造 方法 如 于: 记 vw 一 此 一 1, 天 一 2 一 1， 
4 一 上 一 1 

任 取 MM 的 一 行 an CC 1 今 
Qi 一 1]ailCi aig 一 1 2 4 一 1 
作为 码 字 . 然后 做 ai 的 补 码 ai, 即 
a = 06010259, 其 中 2 一 1 一 api 一 1)2 ,和 一 1. 
令 
C= {4ai,00°0,111|i = 1,.2,.…,4t — 1}, 
则 C 是 所 求 的 纠 错 码 . 易 见 [|C| = 2(4t 一 1) 十 2 == 8t, 且 码 字 长 为 
和 红 . 任 取 a;,a; 所 CJi 关 jj, 则 aiyajy 恰 有 4 十 1 个 公共 位 是 1, 而 每 个 码 
字 总 共有 十 1 位 是 1, 因 此 | 
dl(asajy) = 2 二 1) 2 二 1)= 2(4— 14) = 2. 

类 似 的 分 析 可 知 

d(aiya;) = 2t, 

dl(anaj)) = d(a;,4) = 2¢, 
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df(aiy00…0) = 二 上 十 1 二 2t， 
dlaislle:1) 二 4 一 伟 十 1) 二 21， 
dl(aiai) = 4. 

所 以 dC) = 2t.C 可 以 查 2 一 1 位 错 , 纠 t 一 1 位 错 - 

也 可 以 采用 别 的 方法 来 构造 纠 错 码 . 如 果 M 是 一 个 2-(4t 一 1， 
2 一 1,t 一 1) 的 Hadamard 设计 所 对 应 的 相交 和 矩阵 ,可 以 取 M 的 每 
一 行 作为 一 个 码 字 来 构造 码 C, 那 么 这 个 Hadamard 码 是 长 为 芋 一 
1 ,含有 稳 一 工 个 码 字 , 距 离 为 2 的 纠 错 码 . 它 可 以 查 2: 一 1 位 错 , 纠 
t 一 1 位 错 . 

上 面 已 经 看 到 ,对 于 给 定 的 某 些 二 设计 ,可 以 构造 相应 的 纠 错 
码 . 相反 ,对 于 给 定 的 纠 错 码 ,也 可 以 构造 相应 的 二 设计 . 

定理 10. 27 如 果 存 在 一 个 完美 的 长 为 x 的 二 元 t- 纠 错 码 , 则 存 . 
在 一 个 Steiner 系统 (t 十 1)-tn,2t 十 1,1). 

证 ” 设 C 是 一 个 完美 的 长 为 4 的 二 元 i- 纠 错 码 . 任 取 a € Fi, 
wla) 一 上 十 1, 由 于 C 是 完美 的 , 则 存在 唯一 的 E C ,使 得 Sa) 委 
1, 这 就 推出 1 过 ww(8) 之 2t 十 1. 又 由 于 C 是 二 纠 错 码 , 故 4d4(6,0) 之 
2 十 1 即 w(5) 之 2 十 1 从 而 得 到 ww(6) 一 如 十 1. 根 据 4d(6,a) 天 
i 以 及 5 的 唯一 性 可 以 断定 5 覆盖 a, 即 对 a 中 为 1 的 位 ,6 中 相应 的 位 
也 为 1,6 是 唯一 窗 盖 a 的 码 字 . 令 B 是 块 的 集合 ， 区 是 点 的 集合 ， 

中 

X= {1,2,"* ,7n). 
令 C 中 所 有 权 是 2: 十 1 的 码 字 构成 集合 S. 若 15| 二 区 , 则 V6; ES 
(7 二 1,2,-…,m) ,将 码 字 5; 的 第 i 位 的 位 号 记 作 ii(i 二 ,2,…,n) ,并 
取 已 中 所 有 为 1 的 位 的 位 导 构 成 块 Bi 即 当 如 = babiz*"bin 时 , 则 B, 
一 好 | 2 二 1 且 i 二 1,2,…,n) 并 有 目 令 B= (B81,Bs,*… ;Bn}. 例如 二 
7 二 1, 一 1101009 是 5S 中 的 码 字 , 那 么 Bi = {1,2,4} 是 与 馈 相 
对 应 的 块 . 
任 取 及 的 t 十 1 元 子 集 T = ii,d2 ;ti) : 邻 
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a 一 好 1C2 Ca 
其 中 
11， i€T, 
10， 否则 . | 
那么 a € 本 , 且 wla) 一 上 十 1 根据 刚才 的 分 析 , 必 存在 唯一 的 与 所 
SS,tw(b;) 二 2 十 1, 使 得 5b; 覆盖 a. 换 句 话 说 ,存在 唯一 的 块 B; E B， 
使 得 工 己 B;. 易 见 | 五 | = 2 十 1. 这 就 证 明基 和 BB 构成 一 个 
人 十 1)-(a2 十 1,1) 设计 , 即 Steiner 系统 (t 十 1)-(n,2t 二 1,1), 


本 


【 例 10. 34〗 设 
C = ({ 1000011,0100101,0010110,0001111， 
Oollo01,0101010 ,1001100,0110011， 
1010101,1100110,1110000,1101001， 
1011010,0111100,0000000,1111111)} 
是 一 个 长 为 了 的 完美 的 二 元 1- 纠 错 码 , 则 
S 一 { 1000011,0100101 ,0010110,0011001 ， 、 
0101010,1001100,1110000}. 
相对 应 的 Steiner 系统 的 点 和 块 的 集合 
是 
有 
"BB 


有 


{1,2,3,4,5,6,7)}， 

{ {1,6,7}, {2,5,7}, {3,5, 5 
6},{3,4,7}, 42,4,6}, {1， 
4,5}),{1,2,3})}. 图 10.8 

实际 上 这 个 Steiner 系统 就 是 图 10. 8 中 的 Fano 平面 . 


习 题 十 


1. 构造 一 个 5 阶 的 拉杆 方 . 
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8?. 证 明定 理 10.1 的 (1》 和 (2). 
3. 在 仿 射 平面 AP(2;) 中 确定 过 点 (2,5) 且 平 行 于 线 y = 4z 十 6 的 线 方 


4. 构造 四 个 两 两 正 交 的 5 阶 拉丁 方 . 

5. 构造 两 个 15 阶 的 正 交 拉丁 方 . 

6. 设 T 二 {1,2,3,4,5}， B= 二 {(1,2,3,4),{1,2,3,5),{1,2,4,5},{1,3,4, 
5},{2,3,4.5}}. 

(1) 久 与 B 是 否 枸 成 2-(v,&,4) 设计 ?如 果 是 ,确定 v,k&,4 的 和 值 ,并 给 出 相交 
和 矩阵; 

(2) 鲜 与 如 是 否 构 成 3-(v,&,) 设计 ?如 果 是 ,确定 v,,4 的 值 ; 

(3) 无 与 8 是 知 构 成 Steiner 系统 t-(v,&,1)? 如 果 是 ,确定 v,& 和 :的 值 . 

7. 证 明 不 存在 Steiner 系统 3-(11,6,1). 

8. 证 明 不 存在 2-(v,&,0) 设计 满足 口 一 5 一 3 一 2 十 一 7 和 一 14. 

9, 设 及 ,B 构成 一 个 Steiner 三 元 系统 ,确定 当 wv = 二 9 时 的 6 和 r. 

10. 试 构造 一 个 21 个 点 的 Steiner 三 元 系统 . 

11. 证 明 存 在 着 2-(v,v 一 1,v 一 2) 设计 . 

12. 对 下 面 给 定 的 n,8,4, 能 否 构 成 二 进 制 的 (n,k,d) 纠 错 码 ? 如 果 能 ,请 给 
出 这 个 码 ; 加 果 不 能 ,说 明理 由 . 

(n=6,k= 2,d= 6; 

(2) n= 8,k= 30,d= 3. 

13. 设 C 是 码 字 11010000,11100100,10101010 循环 称 位 加 上 00…9 和 
11…1 构成 .证 明 C 是 (8,20,3) 纠 错 码 , 且 d(C) 一 3. 

14. 设 C 为 线性 码 , 其 生成 矩阵 G 给 定 如 下 ,将 G 化 成 标准 形 . 求 出 C 中 所 
有 的 码 字 以 及 C 的 校 验 矩阵 瑟 . 


1o110 
| 由， 
1001101 
ee- 10 101 | 
0010111 
15， 设 己 是 二 进 制 线性 码 , 对 任意 的 x 二 Tixza***x,。 EE Cl 令 z 二 


Zizs…Zueretly 其 中 zl 十 zz 十 … 十 十 fa+l 一 0. 证 明 C' 一 {|zEC) 也 是 
线性 码 . 
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16, 设 CC ,Cy 是 长 为 n 的 二 进 制 线性 码 , 证 明 C = {T+ yl|rTECIAyEC:) 
也 是 长 为 的 二 进 制 线性 码 . 

17. 证 明 陪 和 集 译 码 法 符合 最 近 距 离 译 码 原 则 . 

18. 设 二 进 制 线性 码 C 的 生成 矩阵 


1 0 0 
ec-[ 110] 
0 1 0 1 1 


求 关于 C 的 Slepian 译 码 表 . 若 接收 到 的 字 是 11111 和 01011, 则 分 别 将 它们 译 为 
哪个 码 字 ? 

19. 求 二 进 制 的 Hamming 码 瑞 (4,2) 的 校 验 窍 阵 吾 及 生成 矩阵 恕 ,并 确定 
码 字 长 和 码 的 维 数 . 

20. 设 f(x) 是 Ff, 上 的 多 项 式 , 且 

f(r) =z 1 二 D+ D+r+ 1). 
(1) 确定 所 有 长 为 7 的 循环 码 ; 
(2) 求 出 这 些 码 的 生成 矩阵 及 维 数 . 
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第 十 一 章 “组合 最 优化 问题 


在 前 面 几 章 里 我 们 讨论 了 有 关 组 合 存在 性 、 组 合计 数 、 组 合 枚 举 
和 组 合 设计 的 问题 ,本 章 将 涉及 到 组 合 最 优化 的 问题 . 先 给 出 有 关 组 
合 优化 问题 的 一 般 概 念 ,然后 讨论 一 些 优化 问题 的 解 . 


$11.1 组 合 优化 问题 的 一 般 概念 


先 看 一 些 例子 . 

〖 例 11.13 巡回 此 货 员 问题 

设 有 x 个 顶点 的 完全 图 GG = 二 《VY ,E,W), 其 中 VV 二 和 ,2,…,n} 是 
# 个 城市 的 集合 ,E 是 连接 这 些 城市 的 道路 的 集合 ,W 是 道路 的 长 度 
的 集合 ,cj € WW 表示 从 城市 i 不 经 过 其 它 城市 而 直接 到 达 城 市 ;的 道 
路 长 度 , 易 见 cj = ci. 巡回 售货员 问题 就 是 要 从 GG 中 找 一 条 经 过 所 
有 的 城市 并 旦 每 个 城市 只 经 过 一 次 的 最 短 回路 . 

设 zis 是 12+ 的 一 个 排列 , 则 近 回 售货员 癌 题 可 以 表示 
为 ; 


A 一 1 
min( yc ， 十 cu) ， (11. 1) 
Kol 


iiizrwris 是 1 2 的 排列 . (11. 2) 

其 中 11. 1 式 可 以 称 为 目标 函数 . 11. 2 式 称 为 约束 条 件 . 这 是 一 个 在 
满足 约束 条 件 的 情况 下 使 目标 函数 达到 最 小 的 优化 问题 . 

【 例 11. 2 钱 的 分 配 问题 

有 m 元 钱 用 来 从 事项 事业 .已 知 对 第 i 项 事业 投入 zz 元 钱 以 后 
的 经 济 效益 是 f(x) 元 . 同 如 何 分 配 这 m 元 线 才 能 得 到 最 大 的 经 济 
效益 ? : 

这 个 分 配 问 题 可 以 表述 为 : 
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max D7 fi(z2), 目标 函数 . 


Ps ~—m, 约束 条 件 . 
zi 0 = 2 
这 是 一 个 在 满足 约 东 条件 的 情况 下 使 目标 函数 达到 最 大 的 优化 问 
题 . 
【人 鲍 11. 3】 背包 问题 
一 个 徒步 旅行 者 准备 随身 携带 一 个 背包 . 有 许多 种 东西 可 以 放 
入 背包 ,每 种 东西 都 有 一 定 的 重量 和 价值 . 他 希望 在 背包 的 总 重量 不 
超 过 某 个 数 的 条 件 下 使 得 所 装 和 的 东西 具有 最 大 的 价值 . 问 应 该 怎 
样 选择 装 入 背包 的 东西 ? 
设 有 "种 东西 可 以 装 入 背包 ,wj 是 第 7 种 东西 的 重量 ,w 是 它 的 
价值 ,x; 是 装 入 背包 中 的 第 7 种 东西 的 个 数 . 设 占 > 0 是 背包 总 重量 
的 最 大 值 , 则 背包 问题 可 以 表示 为 : 


max > lv zj, 目标 一 数 . 
j 一 1 

wi I}; pb， 约束 条 件 . 

zi 为 非 负 整 数 


在 优化 问题 中 , 如果 目 标 函 数 和 约束 条 件 都 是 线性 函数 , 则 称 

这 种 问题 为 线性 规则 问题 . 若 在 线性 规则 问题 中 限制 zj; 是 非 负 整 
数 , 则 称 为 整数 规划 问题 ,背包 人 问题 是 整数 规划 问题 . 若 再 限定 zx; 只 
能 了 到 0 或 1, 则 称 为 0-1 整 数 规划 问题 . 相应 的 背包 问题 则 称 为 0-1 背 
包 问 题 . 

〖 例 11. 4〗 装 箱 问题 

有 个 物体 ,其 长 度 分 别 为 a1,a2，… ,an. 要 把 它们 装 入 长 为 /的 
箱子 ,如 果 只 考虑 长 度 的 限制 , 问 至 少 需 要 多 少 个 箱子 ? 
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不 妨 设 每 个 箱子 的 长 度 是 1, 设 a; 是 第 i 个 物体 的 长 度 , 令 
LL= (da Qa) OaRl,i= 1,2,,n, 
并 称 工 为 装 箱 问题 的 输入 . 设 箱子 的 编号 为 B,B,,…,B, 其 中 B， 
是 最 后 一 个 非 空 的 箱子 . 我 们 把 在 箱子 B; 中 装 入 的 所 有 物体 的 长 度 
之 和 和 叫做 B; 的 容量 , 记 作 cB8)), 而 把 B,; 的 剩余 空间 1 一 c(B)) 叫做 
8; 的 空隙 .那么 装 箱 问题 可 以 表示 为 : 
min m, 目标 函数 ， 


B= Be, cB) < 1， ”约束 条 件 . 


| 上 述 例子 中 的 问题 都 是 组 合 最 优化 问题 一 般 说 来 ,一 个 组 合 
最 优化 问题 应 该 给 出 下 述 参 数 
Xx 有 穷 的 变量 集合 ; 
Y 有 穷 的 值 的 集合 ， 
f(z) 上 自 标 酒 数 ; 
G 约束 条 件 的 集合 . 
一 个 组 合 优 化 问题 的 解 是 对 变量 集 多 的 一 组 赋值 g: 和 -> 了 ,并 且 在 
满足 G 中 约束 条 件 的 前 提 下 使 得 目标 函数 f(zx) 取得 最 大 (或 最 小 ) 
值 . 
通常 一 个 组 合 优化 问题 的 解 可 能 不 是 唯一 的 , 即 可 以 同时 存在 
者 多 个 满足 约束 条 件 的 赋值 使 得 目标 函数 达到 最 大 (或 最 小 ) 值 , 但 
目标 函数 所 达到 的 最 大 (或 最 小 ) 值 总 是 唯一 的 . 
在 对 组 合 优化 问题 做 一 般 性 讨论 时 可 以 只 考虑 使 目标 函数 取得 
最 大 值 的 情况 , 即 所 谓 极 大 化 的 组 合 优化 问题 . 因为 任何 极 小 化 的 组 
合 优化 问题 都 可 以 化 为 极 大 化 的 组 合 优化 问题 . 设 有 一 个 极 小 化 组 
合 优 化 问题 已 ; 描述 如 下 ; 
min f(x), 目标 函数 . 
gi:(X) 一 0， z 一 1， 20Iz， 
FiKz) 0, 7 二 1,2,"*,k， 约束 条 件 . 
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那么 可 以 构造 一 个 相应 的 极 大 化 组 合 优化 问题 P;: 

max 一 f(x), 目标 函数 . 

gi(X) 一 0， i ol],2, Mm, 

hi(r) RE 0, j= 1,2,",k， 的 天 十 作 ， 
易 见 问题 P; 的 一 组 解 也 是 问题 P, 的 一 组 解 . 相反 ,任何 极 大 化 的 组 
合 优化 问题 也 可 以 化 为 极 小 化 的 组 合 优化 问题 . 极 大 化 组 合 优化 问 
题 与 极 小 化 组 合 优 化 问题 是 可 以 相互 转化 的 . 


$311.2 网络 的 最 大 流 问 题 


定义 11.1 一 个 有 向 网 络 DD 一‘V ,E,W) 是 一 个 带 权 的 有 向 
图 . 其 中 VV 是 顶点 集 ,s,t EV,s 只 有 出 去 的 边 , 称 为 源 , 上 只 有 进来 的 
边 , 称 为 汤 . 对 任意 的 边 e E 五 ,有 一 个 非 负 整数 作为 e 的 权 . 

设 有 向 网 络 DD 二 (V ,E,W) 代表 一 个 运输 网 络 . 每 个 顶点 代表 
城市 . 边 (i,7) 代表 从 到 了 的 公路 , 边 的 权 表 示 这 条 公路 单位 时 间 通 
过 的 最 大 运输 量 , 称 为 这 条 边 的 容量 , 记 作 ci. 怎样 制定 运输 规划 而 
使 得 总 的 流量 达到 最 大 ? 换 句 话说 ,使 得 从 * 出 发 的 总 运输 量 达到 最 
大 ?这 个 问题 就 是 网 络 的 最 大 流 问 题 ,可 以 形式 化 描述 如 下 : 

令 ci 表示 边 (1,7?) 的 容量 ,zs 表示 按 人 7) 的 流量 ,那么 有 


max SDE 《11. 3》 
7 
Dxsy= Dxu, ts,t, (11. 4) 
了 站 
0 ri RC, (11. 5) 


其 中 11. 3 式 是 目标 函数 ,表示 从 源 : 流出 的 流量 . 11. 4 式 和 11. 5 式 
是 约 东 条件 ,表示 从 任何 结 点 ( 除 源 和 漏 以 外 ) 流出 该 结 点 的 流量 应 
该 等 于 流入 该 结 点 的 流量 , 即 流量 守恒 ;此 外 ,每 条 边 上 的 流量 不 应 
超过 边 的 容量 . 
由 于 约 东 条件 和 目标 函数 都 是 线性 的 ,最 大 流 问 题 是 线性 规划 
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问题 . 
满足 约束 条 件 的 解 朋 

所 有 zv 的 集合 , 称 为 一 个 

《$s,f) 流 , 而 》)z, 称 为 这 


个 流 的 值 . 

图 11. 1 就 是 一 个 最 大 
流 问 题 的 实例 ,其 中 VV == 
{saybycyd,est},， 边 上 的 
数 代 表 这 条 边 的 容量 , 而 
括号 内 的 数 代表 流量 . 易 见 zy < cs i,j EV 且 (i,j) € .该 实例 的 
解 是 


Ts 3, Xu = 3, Tm = 0, Xo = 3, zu 一 0，zw = 3， 


Tu = 0, Ta = 1, x = 1, Xxa = 2, 7 一 3. 
最 大 流 的 值 为 5. 

在 最 大 流 问 题 中 车 边 (i,j) 满足 x,; = cj; 则 称 这 条 边 是 准 渗 ,而 
瓶颈 是 制约 进一步 提高 网 络 最 大 流 的 关键 .图 11.1 中 的 (5,6)， 
《acyyat) 人 2) 四 条 边 是 瓶颈 . 

定义 11.2 设 D=(V,E) 是 有 向 图 ,的 一 个 划分 (S,T) 称 为 
号 的 一 个 切割 . 如 果 s € 5S,tE€ 荆 ,; 则 称 该 切割 是 分 离 ; 和 +t 的 切割 , 记 
为 58 切割. 

定义 11.3 设 刀 = 《7V, 匹 ,凡是 一 个 有 向 网 络 ,(S ,7， 是 也 的 
一 个 切割 , 则 该 切割 的 容量 


CS,T) = > >》1c， 
ES jET 
在 所 有 的 (sz 切割 中 容量 最 小 的 切割 称 为 最 小 切割 . 
例如 图 11.1 中 ,({s,a,6}, {c,d,e.t})) 是 一 个 (5,T， 切割 ,其 中 
S 一 {sab,},T = {cyd,e,t}) ,其 容量 为 
CIS,T) 一 cu 十 co 一 6. 
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关于 有 向 网 络 的 流 的 值 和 《st) 切割 的 容量 有 下 面 的 定理 ， 

定理 11.1 在 一 个 有 向 网 络 中 ,任何 (s,t) 流 的 值 小 于 等 于 任 
何 (s,t) 切割 的 容量 . 

证 ” 设 所 有 的 zx; 构成 一 个 (s,t) 流 ,《S,T》 是 任意 的 (s,t) 切 
割 . 则 流 的 值 ”满足 


5 


20 2 7 
=- 对 
i€E5 jES i€ES jET 
一 (Ti 一 Xi) 
iES JE 了 
ET 
i€S jET 
iES 和 拓 


定理 11.2 在 一 个 有 向 网 络 中 设 {z;} 是 一 个 人 3, 流 ,其 值 为 
zy (3, 工 ) 为 一 个 s,t) 切割 ,其 容量 为 C6S,T), 若 v= 二 C05,T), 则 
{zj} 是 一 个 最 大 流 且 C05 ,T) 是 一 个 最 小 切割 . 

证 ”假设 {zu} 为 一 个 最 大 的 (5s,t) 流 ,其 值 为 v', 则 w 寺 v' .又 设 
《S! ,T') 为 一 个 最 小 的 (s,t) 切割 ,其 容量 为 .CCS , 玉 ), 则 CGS ,T') 
<C(CS,T), 由 定理 11.1 得 

vv RC ,T') SCC,T), 
又 已 知 v = CCS,T),; 从 而 有 
v=v, CS,T) = CCS',T'), a 
定理 11. 2 称 为 网 络 的 最 大 流 最 小 切割 定理 . 在 图 11. 1 的 有 向 
网 络 中 ,一 个 最 小 的 《s,2t) 切割 为 ({5,4,5),{c,4d,e,t)), 该 切割 的 容 
其 是 6, 而 最 大 流 的 值 也 是 6. 
定义 11.4 设 吃 为 有 向 网 络 ,P = 人 zi) 是 上 个 顶点 的 
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序列 ,是 YjE {1,2 一 1} 有 (jyijri) EE 或 G41527;) 七 巨 , 则 称 
P 为 DD 中 一 条 从 鹿 到 i 的 链 , 在 已 中 , 若 忆 ,iji1) EE, 则 称 e = 
(jijt1) 为 前 向 边 ; 若 4 人 + E 五 , 则 称 e = 《ij+t1sij) 为 后 向 边 . 

例如 图 11.1 中 ,sa,8,d,t) 是 D 中 一 条 从 s 到 + 的 链 , 其 中 
《ay at) 是 前 向 边 , (6,a) 是 后 向 边 . 

定义 11.5 设 D 为 有 回 网 络 ,P 是 也 中 一 条 从 s 到 1 的 链 . 如果 
已 中 任 一 前 向 边 人 ,7 都 有 zi 过 cj; 任 一 后 向 边 (i,7) 都 有 zx; 之 0; 则 
称 P 了 是 DD 中 一 条 流 可 增加 链 . 

易 见 在 图 11. 1 中 不 存在 流 可 (2)4 ¢ (3)3 7 


5 


增加 链 . 而 在 图 11. 2 中 《人 sc) 
是 一 条 流 可 增加 链 , 其 中 {2)2 (1)1 {3)3 


Xx 二 2 之 4, Xx 二 1>0， 
Xa 二 4 二 5. 
定理 11.3 在 有 向 网 络 也 
中 ,一 个 st) 流 是 最 大 流 当 且 仅 当 不 存在 从 s 到 + 的 流 可 增加 链 . 
证 设 PD= (Vy,E,W). 
充分 性 . 车 中 不 存在 从 : 到 :的 流 可 增加 链 , 令 
S = {fj|j EV 且 存 在 从 s 到 ;的 流 可 增加 链 }， 
T=V~—5, 
易 见 s ES,t ET 了 .对 任意 i €E S,j € 了, 有 Ti — Cy Ti = 0, 否则 存 
在 从 ss 到 j 的 流 可 增加 链 , 与 iE€ 工 牙 盾 .这 就 推出 zj 一 xi 二 cj; 所 
以 流 值 


a (2)2 6 (4)5 于 
图 11.2 


v= DS (zi 一 Ti 一 2 c= COS,T). 
ES jET 1ES JE 了 
由 定理 11.2,《s,t) 流 是 最 大 流 . 
必要 性 . 若 叫 一 人 一 让 ta 下 一直) 是 DD 中 一 条 流 可 增加 链 . 
对 P 忆 中 任 一 前 向 边 昼 ,六 ; 令 6 二 605 一 zj; 对 了 中 任 一 后 向 边 (j ,71)， 
今 65 二 zx 取 5 二 min{656,,|7 二 1,2,… 汪 一 1), 则 每 条 PP 上 的 边 
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可 增加 流 值 S( 后 向 边 减 少 流 值 6), 与 (;,z) 流 是 最 大 流 闻 盾 ， 卓 
: 根据 这 个 定理 可 以 给 出 网 络 最 大 流 的 算法 . 

算法 11.1 

输入 有 向 网 络 , 源 为 ;, 漏 为 z， 

输出 。” 从 :到 :的 最 大 流 {z.}. 

1 对 所 有 的 i,j,z;= 0; 

2， 找 一 条 从 < 到 上 的 流 可 增加 链 P. 如 不 存在 , 则 转 7; 

3. 对 也 的 每 条 前 向 边 (i,7), 令 5 = ci 一 zij; 对 了 的 每 条 后 向 
边 (J ,2》 , 令 Gin 一 Xxs 

4. 令 6 = 二 min{6,}; 

5. 对 每 个 zj, 车 位 ,7 为 前 向 边 , 则 zy<-zij 十 5; 车 (ji) 为 后 向 
边 , 则 Ti*Ti 一 0; 

6. 转 2} 

7. 停止 . 

【 例 11.5】 图 11.3(1) 是 一 个 有 向 网 络 .根据 算法 11.1 使 用 标 
号 的 方法 求 最 大 流 的 步骤 如 下 : 

初始 ; 令 所 有 的 Tii 一 0, 并 将 Ti 标记 在 括号 内 . 

取 图 中 一 条 流 可 增加 链 ( 粗 黑 线 标 出 ) ,并 增加 链 上 每 条 边 的 流 ， 
直到 网 络 中 不 存在 流 可 增加 链 为 止 . 各 步 中 的 流 可 增加 链 , 及 修改 流 
的 过 程 如 图 11. 3(2) 一 (6) 所 示 . 

该 网 络 的 最 大 流 为 下 面 zx; 的 集合 . 

X12 = 7, Ts 一 11，Zzas 一 5, Xo = 4, Xu = 2, Tye — 3, 

Ts 一 6, Tse 一 6, X57 一 5, Tez 一 2, Xer —= 0, zes 一 4, zr = 5, 

定理 11.4” 若 有 了 向 网 络 的 所 有 边 的 容量 为 正 有 理 数 , 则 算法 
11.1 将 在 有 限 步 求 出 网 络 的 最 大 流 . 

证 ”车 有 向 网 络 的 所 有 边 的 容量 为 正 整 数 , 则 算法 每 寻找 一 条 
流 可 增加 链 , 流 的 值 将 增加 一 个 正 整数 6. 在 有 限 步 之 后 ,网 络 中 将 
不 存在 流 可 增加 链 ,这 时 由 定理 11. 3 达到 最 大 流 . 当 有 向 网 络 的 边 
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的 容量 为 正 有 理 数 分 ， pe 时 , 取 Pi Par'" opm 的 最 小 公 倍 数 


4, 将 每 条 边 的 容量 扩大 4 倍 , 则 每 条 边 的 容量 变 成 正 整 数 ,在 有 限 步 
内 网 络 将 求 出 最 大 流 . 然后 将 每 条 边 的 流 值 除 以 a 就 得 原 有 疝 网 络 


的 最 大 流 . ' 
算法 11. 1 也 可 以 用 于 多 源 多 漏 的 有 向 网 络 . 设 有 向 网 络 也 一 
(Y ,五 ,W) ,其 中 5 ,52 ssn 所 VV 是 源 ,t1 ,ts,… ,ts EV 是 漏 . 令 V' 二 
VU {st}, 且 
E’ = EU {ss = 1,2, ,mm)} UU {2) 17 = 1,2, ,7n). 


规定 所 有 从 s 出 发 的 边 和 到 达 z 的 边 的 容量 为 co( 足 能 大 的 正 数 ), 那 
么 有 向 网 络 D' 二 《V',E’',W') 的 最 大 流 值 就 是 原 网 络 的 最 大 流 值 , 
去 掉 所 增加 的 结 点 和 边 , 就 得 到 原 网 络 的 最 大 流 . 
网 络 的 最 大 流 问 题 是 个 线性 规划 问题 的 特例 , 它 和 许多 组 合 问 
题 有 着 密切 的 联系 . 下面 考 虚 一 个 二 部 图 的 最 大 匹配 问题 . 
定义 11.6 设 G = (X,Y,E) 是 二 部 图 , 令 
V=XUYU {st)}), st&XUY. 


El= {rr EX, y EY, (zy) GE 五 ). 
E, = {(s,7x)|r EX}. 
E; 一 iyt)|y EY). 


E! 一 五) U £, UE,. 

对 任意 的 ee EE' ,车 e € Ei 财 w(e) = m,m 是 一 个 足够 大 的 正 整 数 . 
车 e € E>U 五 :， 则 [ we} = 1.V,k’ 和 所 有 的 多 构成 有 癌 网 络 口 , 称 
为 G 的 相关 网 络 . 

引 理 1 设 G = (X,Y,E) 是 二 部 图 ,DD 为 G 的 相关 网 络 , 则 在 
G 的 匹配 MM 和 DD 的 整数 流 之 间 存 在 着 一 一 对 应 , 且 DD 的 流 值 就 是 G 
的 匹配 的 边 数 . 

证 任 给 D 中 一 个 网 络 流 ,车 有 向 边 (r,y) 的 流量 为 1, 则 边 
{x13} € M. 由 口 的 构成 可 知 ,Yx EXX, 流 入 z 的 流量 至 多 是 1, 所 以 
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从 z 出 发 的 有 向 边 中 至 多 有 一 条 流量 为 1, 这 说 明 至 多 一 条 M 中 的 
边关 联 到 z. 同 理 ,Yy € 了, 也 至 多 一 条 M 中 的 边关 联 到 y 因此 ,MM 
构成 G 的 一 个 匹配 . 

反之 ,给 定 G 中 一 个 匹配 M, 令 M 中 边 的 流量 为 1, 而 GG 中 其 它 
边 的 流量 为 0. 对 于 E;, 上 ;中 的 边 e, 若 e 领 接 一 条 还 配 边 , 则 e 中 的 流 
量 为 1 ,否则 为 0. 易 见 对 任何 = 和 y, 流 量 守 恒 且 总 流 的 值 就 是 M 中 
的 边 数 ， 

引 理 2 设 G= (X,Y,E) 为 二 部 图 ,D 为 G 的 相关 网 络 . 
ACX,BCY,K=AUB, 
S={sjU(X—A)UB,T={tU(Y— BUA, 

则 下 是 G 的 顶点 覆盖 当 且 仅 当 (4S,T) 是 DD 的 一 个 有 限 容量 的 (5, 

切割 , 卫 1|4 U B| 就 是 该 切割 的 容量 . 

证 ” 设 (S,T) 是 也 的 一 个 有 限 容量 的 4s,t) 切割 .由 于 DD 是 GG 
的 相关 网 络 , 所 以 DD 中 不 存在 着 从 XX 一 A 到 Y 一 B 的 边 .天 则 这 些 
边 就 是 5S 到 了 的 边 , 且 这 些 边 的 容量 是 足够 大 的 正 整 数 普 ,与 4 ,了 》 
切割 的 容量 是 有 限 的 相 荫 盾 . 这 就 证 明了 G 中 的 边 只 关联 4 或 妃 中 
的 顶点 ,4 口 召 是 @G 的 一 个 项 点 覆盖 . 

反之 , 若 天 一 4UB 是 G 的 顶点 覆盖 , 则 G 中 不 存在 从 苹 一 人 
到 Y 一 B 的 边 .因此 有 

C(S,T) = 2 + 2 = IAI+ 1B8|= 14U BI. 


这 就 证 明了 《， T> 是 也 的 一 个 有 限 容量 的 切割 , 县 切 割 容量 是 
14 U Bi. 9 
定理 11.5 设 G = (站 ,了 ,E) 是 二 部 图 , 则 G 中 最 大 匹配 的 边 
数 等 于 G 的 顶点 覆盖 数 . 
证 令 马 是 G 的 相关 网 络 , 则 在 DD 中 存在 一 个 最 大 流 . 由 引 理 
1 ,这 个 最 大 流 的 值 等 于 G 中 最 大 匹配 的 边 数 . 又 由 定理 11.2, 这 个 
最 大 流 对 应 于 DD 中 一 个 最 小 的 (5,t) 切割 (3 ,了 ) , 且 这 个 切割 的 容量 
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CS ,T) 就 等 于 最 大 流 的 值 . 因此 这 个 最 小 切割 是 有 限 容量 的 切割 |. 
由 引 理 2,(X 一 S$S)U(Y--T)= 一 A4UB(4SX,BCSCY) 是 G 的 一 
个 最 小 的 顶点 覆盖 , 且 顶 点 覆盖 数 就 是 CCS ,7). 综 上 所 述 ,G 中 最 大 
匹配 的 边 数 等 于 G 的 顶点 覆盖 数 ， 目 

涉及 到 有 疝 网 络 的 优化 问题 除了 最 大 流 最 小 切割 问题 以 外 ,还 
有 涉及 到 计划 评审 技术 的 关系 网 络 问题 . 该 网 络 的 每 个 结 点 代表 一 
个 行为 ,如 果 从 zi 到 z+; 有 一 条 有 向 边 , 则 表示 xz) 必须 在 zi 完成 以 后 
” 才 可 以 开始 . 网 络 中 的 源 : 表示 整个 计划 的 开始 , 漏 : 则 表示 整个 计 
划 的 结束 ， 在 每 个 结 点 的 数 表 示 完 成 这 项 行为 所 需要 的 时 间 . 我 
们 希望 通过 这 个 图 (PERT 图 ，Program Evaluation and Review 
Technique) 找 出 每 项 行为 的 最 早 开 始 时 间 以 及 最 迟 的 完成 时 间 ,从 
而 得 到 整个 计划 的 最 早 完成 时 间 和 关键 路 径 . 

涉及 到 无 向 网 络 的 优化 问题 有 最 短路 径 问题 和 最 小 生成 树 问 题 
等 . 随 着 计算 机 网 络 技 术 和 分 布 式 并 行 处 理 的 广泛 应 用 和 发 展 ,与 通 
信 相关 的 许多 网 络 分 析 问 题 都 会 提 到 日 程 上 来 ,相应 的 组 合 优化 技 
术 和 算法 的 研究 将 会 变 得 更 加 重要 . 


习题 十 一 


1、 用 标号 法 求 出 图 11. 4 中 每 个 网 络 的 最 大 流 . 
2. 求 出 图 11. 4 中 每 个 网 络 的 最 小 切割 . 
3. 求 出 图 11. 5 中 每 个 网 络 的 最 大 流 ， 
4. 设 品 = ,已 , 罗 ) 是 有 向 网 络 ,(Si,Ti),(S:T:) 是 口 的 两 个 最 小 切割 ， 
证 明 (4S U 5z,Ti 门 Ts) 也 是 DD 的 最 小 切割 ， 
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循环 码 C 对 应 的 多 项 式 上 集 
单位 元 

左 单 位 元 

右 单位 元 

零 元 

左 零 元 

右 零 元 

a& 的 道 元 

a 的 负 元 
有 穷 字符 集 

自动 机 的 输入 字符 集 
格 中 命题 已 的 对 偶 命 题 
三 上 的 所 有 串 的 集合 
三 上 的 非 空 串 的 集合 
自动 机 的 输出 字符 集 
厂 上 的 所 有 曲 的 集合 


A” 集 人 台 和 4 的 z= 阶 笛 卡 尔 积 G/H 群 G 关 于 正规 子 群 五 的 商 群 


R* 关系 尺 的 mx 次 笑 R/D 环 R 关 于 理想 DD 的 商 环 

Sr ”字符 集 S 上 的 长 为 # 的 串 的 集合 4$(x) 欧 拉 函数 

F” 域 F 上 的 有 维 向 量 空 间 YHA) 有 4 在 8g 下 的 像 

x” 工 的 nn 次 顶 pg 1(B) B 在 ww 下 的 完全 厌 像 

坟 ”布尔 代数 中 z 的 补 元 P(A) A4 的 短 集 

B* 从 4 到 屯 的 函数 集合 L(G) G 的 子 群 格 

Tu 对 应 于 自动 机 M 的 独 异 点 I(L) 格 工 的 理想 格 

I。 集合 A 上 的 恒 等 函 数 F[z] 域 玉 上 的 多 项 式 环 
ftn) 第 nn 个 Fibonacci 数 

MT M 

CL 2 ca a 的 轮换 表示 中 的 -轮换 个 
二 数 

和 oi cto) ”a 的 轮换 表示 中 的 轮换 个 数 

2 Bu(G) 图 G 的 点 独立 数 

下 。 完全 mi 


d(C) 码 C 的 最 小 距离 
ofC) ” 码 C 的 覆盖 半径 
ECA) 集合 4 的 一 一 变换 群 
Na) a 的 正规 化 于 

FMA 了 限制 在 4 上 

xRy 表示 (zy;ER 


Z， 集合 {0,1,"…,n 一 1} 

nZ 集合 {nk|kEZ} 

DD， 半 元 集 的 错位 排列 数 

UV， 元 集 的 二 重 错位 排列 数 
ha Catalan 数 


[fx] xz 的 等 价 类 或 同 余 类 | C. 图 G 与 五 的 正规 积 
x 的 整数 部 分 detM ”矩阵 MM 的 行列 式 

[x] 不 大 于 的 最 大 整数 AP(F) 有 限 域 下 确定 的 仿 射 平面 

[zr] 不 小 于 xz 的 最 小 整数 kerp ” 同 态 ?的 核 

la| a 的 阶 EndG 群 G 的 自 同 态 集 

i141! 有 穷 集 4 的 基数 AutG 群 G 的 自 同 构 集 

1G| 有 限 群 G 的 阶 InnG 和 群 G 的 内 自 同 构 集 

(ay 元 素 a 生成 的 子 群 OCFOn)) Fa 的 阶 

<B;〉 子 集 B 生成 的 子 群 d(xsy) 字 工 和 yy 的 距离 

加 /一 商 集 站,B ”拉杆 方 4 和 8B 的 并 旱 

V /一 商 代数 ‘5,T》 5S,T 切割 
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CC(S,T) S, 工 切割 的 容量 
. Pltnsyr) 元 和 集 的 r+- 排列 数 
Cr) nn 元 集 的 r- 组 合 数 


加 元 集 的 +- 组合 数 
[] 第 一 类 Stirling 数 


网 第 二 类 Stirling 数 


BIBD ”均衡 的 不 完全 区 组 设计 
[GH] 子 群 瑟 在 群 G 中 的 指数 
(mn) mm 和 xn 的 最 大 公约 数 

n |m nm 整除 me 

x 人 4m 不 整除 六 

HG 五 是 吧 的 子 群 

瑟 <C 五 是 G 的 真子 群 

五 SC 瑟 是 G 的 正规 子 群 
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G1 Go" 


MM Mi 是 M; 的 子 自 动机 

(rx)mod n 工 除 以 nn 的 余数 

了 :zhra 表示 f(x)=a 

f: AwB 了 是 从 4 到 有 B 的 函数 

G 二 (X,Y,E〉 二 部 图 

D=《(V ,E,W) 有 向 网 络 品 

| 有 限 域 下 上 模 f(x) 的 
多 项 式 环 

[Lr ,2 sa] 31 22 sn 的 最 小 公 

倍数 
”天 阶 轮 换 
R(gisg2r" 9417) 了 amsey 数 


| 多 项 式 系数 
RL 2 Fk 
{fn} 多重 集 


《说 ie) 


{aia2 cs | <; EG, 


i=]1,2,°" ,7) 


